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Tabla de categorias,

subcategorias, aprendizajes de trayectoria

y metas de aprendizaje
de Temas Selectos de Matematicas |

Categorias
C1 Procedural C2 Procesos de intuicion vy | C3 Solucién de problemas y mode- | C4 Interaccion y len-
razonamiento lacion guaje matematico
) Subcategorias -
51 Elementos anitmetico-al- | 51 Capacidad para observar | 51 Uszo de modelos 51 Registro escrito, sim-
gebraicos ¥ conjeturar bolico. algebraico e ico-
nografico
83 Elementos variacionales | 82 Pensamiento intuitivo 52 Construccién de modelos 52 Negociacion de sig-

nificacos

Valora la aplicacion de pro-
cedimientos automaticos vy
algoritmicos, asi como la
interpretacion de sus resul-
tados para anticipar, encon-
trar ¥ validar soluciones a
problemas matematicos. de
dreas del conocimiento y de

53 Pensamiento formal 53 Estrategias heuristicas y ejecu- | 83 Ambiente matemati-
cion de procedimientos no rutinarios | co de comunicacion
Aprendizajes de Trayectoria

Adopta procesos de razo-
namiento matematico tanto
intuitivos como formales
tales como observar, intuir,
conjeturar y argumentar,
para relacionar informacion
v obtener conclusiones de

Modela v propone soluciones a pro-
blemas tanto tedricos como de su
entomo, empleando lenguaje v téc-
nicas matematicas,

Explica el planteamien-
to de posibles solucio-
nes a problemas y la
descripeion de situacio-
nes en el contexto que
les dio origen emplean-
do lenguaje matemati-
€o ¥ lo comunica a sus

su vida personal. problemas (matematicos, de pares para analizar su
las ciencias naturales, expe- pertinencia,
rimentales y tecnologia, so-
ciales, humanidades v de la
vida cotidiana).
Metas de Aprendizaje
M1-C1 Ejecuta calculos v al- | M1-C2 Observa v obtiene | M1-C3 Selecciona un modelo ma- | M1-C4 Describe situa-

goritmos pata resolver pro-
blemas matematicos, de las
ciencias v de su entorno.

M2-C1 Analiza los resul-
tados obtenidos al aplicar
procedimientos algoritmicos
propios del pensamiento ma-
tematico en la resolucion de
problematicas tedricas y de
su confexto.

M3.C1 Compmeba los pro-
cedimientos usados en la
resolucion  de  problemas
utilizando diversos métodos,
empleando recursos tecno-
logicos o la interaccion con
sus pares,

informacion de una situa-
cion o fenomeno para esta-
blecer estrategias o formas
de visualizacitn que ayuden
a entenderlo.

M2-C2 Desarrolla la per-
cepcion vy la intuicion para
generar conjeturas ante si-
tuaciones que requieran ex-
plicacién o interpretacion.

M3-C2 Compara hechos,
opiniones o afirmaciones
para organizarlos en formas
logicas utiles en la solucion
de problemas y explicacion
de situaciones v fendmenos,

M4-C2 Arpumenta a favor
o en contra de afirmaciones
acerca de situaciones, fend-
menos o problemas propios
de la matemdtica, de las
ciencias o de su contexto.

tematico por la pertinencia de sus
variables y relaciones para explicar
una situacion, fenomeno o resolver
un problema tanto tedrico como de
50 confexto.

M2-C3 Construye un modelo mate-
mutico, ideptificando las variables
de interés, con la finalidad de ex-
plicar una situacion o fendmeno y/o
resolver un problema tanto tedrico
como de su entorno.

M3-C3 Aplica procedimientos, tec-
nicas y lenguaje matematico para la
solucidn de problemas propios del
pensamiento matematico, de dreas
de conocimiento, recursos sociocog-
nitivos, recursos socicemocionales v
de su entomo.

M4-C3 Construye y plantea posi-
bles soluciones a problemas de dreas
de conocimiento, recursos sociocog-
nitivos, recursos socioemocionales y
de su entomno, empleando técnicas y

lenguaje matematico.

ciones o fenomenos eni-
pleando rigurosamente
el lenguaje matematico
v el lenguaje natural,

M2-C4 Socializa con
sus pares gus conjehiras,
descubrimientos o pro-
cesos en la solucion de
un problema tanto tedri-
co como de su entorno.

M3-C4 Organiza los
procedimientos emplea-
dos en la solucion de un
problema a través de ar-
gumentos formales para
someterlo a debate 0 a
evaluacion.
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Presentacion

s un placer presentarles este libro de Temas Selectos de Matematicas I, que ha sido cui-

dadosamente disefiado para acompanar a las y los estudiantes de bachillerato en su fasci-

nante travesia por el mundo de esa maravillosa forma matematica de pensar denominada

pensamiento matematico, que proporciona una base solida y estimulante para el apren-
dizaje.

Asi, este libro es para utilizarse en la Unidad de Aprendizaje Curricular (UAC) Temas
Selectos de Matematicas I del Recurso Sociocognitivo Pensamiento Matematico, correspon-
diente al cuarto semestre del componente fundamental y extendido del plan de estudios (UAS.
2024) del Curriculo del bachillerato de la Universidad Autonoma de Sinaloa 2024 que, de
acuerdo con el Marco Curricular Comiin de la Educacion Media Superior (MCCEMS) esta-
blecido por la Secretaria de Educacion Plblica (SEP. 2023a), enfatiza el desarrollo del pensa-
miento matematico.

El pensamiento matematico, segiin el MCCEMS, se define como:

un Recurso Sociocognitivo que involucra diversas actividades cognitivas que van
desde la ejecucion de operaciones y el desarrollo de procedimientos y algorit-
mos hasta abarcar procesos mentales abstractos, incluida la infuicion, que se dan
cuando el sujeto participa del quehacer matematico al resolver problemas, usar o
crear modelos, elaborar tanto conjeturas como argumentos y organizar, sustentar
y comunicar sus ideas. (SEF, 2023c¢, p. 17)

La secuencia de este libro esta basada en progresiones de aprendizaje, cada una disefiada
para continuar desarrollando el pensamiento matematico; para el caso particular de esta UAC,
un pensamiento algebraico.

En el sentido anterior, las progresiones de aprendizaje (PA) de la UAC Temas Selectos de
Matematicas I desarrollan el dlgebra y las funciones para el logro de las metas de aprendizaje
en la sigulente secuencia:

« PA | Potencias y radicales.

« PA 2. Productos notables.

« PA 3. Factorizacion de polinomios.
« PA 4. Fracciones algebraicas.

« PA 5. Inecuaciones lineales de una variable.
« PA 6. Inecuaciones cuadraticas.

« PA7. Funciones.

« PA 8. Funciones lineales.

« PA 9. Funciones cuadraticas.

« PA 10. Funcion potencia.

« PA 1l Funciones polinomiales.

« PA 12. Funciones racionales,

« PA 13, Operaciones con funciones.
« PA 4. Funciones inversas.
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Bajo esta logica del proceso de desarrollo del pensamiento matematico, las progresiones de
aprendizaje estdn estructuradas y secuenciadas, en el sentido de que cada una es mas compleja
que la anterior, de acuerdo al nivel de pensamiento matematico que demande cada progresion.
Cada una de ellas, se inicia con una evaluacion diagnostica; luego, le siguen ejemplos, activi-
dades y la evaluacion formativa disefadas atendiendo a las subcategorias de las categorias del
pensamiento matematico, mismas que orientan hacia el logro de las metas de aprendizaje: al
final cuenta con instrumentos para la autoevaluacion y coevaluacion.

Ademads, en cada PA se consideran tres momentos claves de la evaluacion: diagnostica,
formativa (mientras se aprende) y final; haciendo énfasis en la evaluacién formativa para el
aprendizaje autorregulado, para que. durante el proceso de realizar las actividades de aprendi-
zaje, las y los docentes puedan determinar el nivel de logro por los estudiantes, en particular,
de las metas de aprendizaje que contribuyen a los aprendizajes de trayectoria. Es decir, se
utiliza la evaluacion formativa como herramienta para comprender su progreso y ajustar, en
consecuencia, las estrategias activas.

También, durante el proceso de aprendizaje, en cada PA se lleva a cabo la autoevaluacion
(A). coevaluacion (C) y heteroevaluacion (H); para ello, se implementa como técnica principal
de evaluacion, la observacion, utilizando guias especificas para tal fin. Los resultados se refle-
jaran en la tabla que aparece al inicio de cada progresion en correspondencia con el desemperio
de cada estudiante.

Por otra parte, se sugiere usar los codigos QR (generados en parzibvte: https://parzibyte.
me/apps/generador-qr/), asi como la Inteligencia Artificial v las aplicaciones de celular como
aliados en este proceso de aprendizaje. En cuanto a las representaciones graficas que se inclu-
yen, estas fueron hechas en Desmos v GeoGebra, asi como las figuras en Word.

Finalmente, el desarrollar un pensamiento matematico no solo les abrira las puertas en el
aula. sino que también los acompaiara a lo largo de sus vidas, dotandoles de la capacidad de
enfrentar cualquier desafio con ingenio y perspicacia.

jAdentrémonos juntos en el fascinante universo del
pensamiento matematico!

femas selectos de matematicas |
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Potencias y radicales

Progresion de aprendizaje 1

Genera un algoritmo para simplificar y racionalizar expresiones complejas que involucren potencias de exponen-
te fraccionario vy radicales.

En proceso
de logro

MI-Cl Ejecuta calculos y algoritmos parare- .. ©... ... A— TN ) S
solver problemas matematicos, de las ciencias : C ! ’ :
To s Y Y - e e T Mo S

Metas de aprendizaje

s

MI1-C2 Observa y obtiene informacién de una -
situacion o fenomeno para establecer estrate- :

gias o formas de visualizacion que ayuden @ i~ S ——— ————— E-
entenderlo. i H i 3

MI-C3 Selecciona un modelo matematico por :
la pertinencia de sus variables y relagiones g
para explicar una situacion, fendmeno © re- i [ AR = b

solver un problema tanto tedrico como de su . gy
A

.............................................................................................................

min

>

contexto.

MI-C4 Describe situaciones o fendmenos em- ...... ................................. .................................
pleando rigurosamente el lenguaje matematico : C - 3
ARSI e S T L R S L

I

| EVALUACION DIAGNOSTICA 1.1
Selecciona la respuesta correcta.
1. ;(Cudl es el valor de 237
a) 6 b) 1/8 c) 8

1

. Cual de las siguientes expresiones representa correctamente 3-'7
a) -3 b) 1/9 ¢) 13

3. (Cual es el resultado de (—5)*?

a) -125 b) 125 c) -15

X
4. ;Cudl es el valor de (%) /s

a) 1/4 b) 2 c) —-1/2
5. (Cual es el resultado de 5°7
a) 0 b) 1 c) 5

Tamas selectos de matemdticas | | 11 |



6. (Cual es el valor de 0°7

a) 0 b) 1 ¢) No esta definido
7. (Cual de los siguientes valores representa correctamente V9 7

a) -3 b) 3 ¢) V3
8. (Cual de los siguientes valores corresponde a g2

a) 2 b) 4 c) =2

Potencias con exponente entero

Desde la aritmetica se define la potencia de exponente enfero como una multiplicacion repetida cuyo
resultado le llamamos potencia. Para indicar una multiplicacion o producto, puedes expresarla como:

ab a-b (al(b) a(b) ()b

Potencia en aritmeética Potencia en algebra
31=3 =

3 =(3)(3) sustituyendo 3 por x, XF=x O

3 =(3)3)3) se transforma en ¥=x.x.x
F=(3I)N3N3)3) X=y.x:x:x

En algebra, al igual que en aritmética, una potencia es una for-
ma abreviada de escribir una multiplicacion en la que se repite un
mismo factor un cierto nimero de veces, con la diferencia de que
en dlgebra usamos variables para representarlas. Para ver un ejem-
plo de una potencia escanea el codigo QR 1.1.

QR LL ;Quées

la potencia de un
nimero? Video de
PruébaT.

Fuente: Parzibyte,
2025.

Potencia de exponente entero

Six es un numero real y »# un nimero natural, entonces el simbolo ¥ representa el producto de »
factores de x, es decir,
M=X X XX
—
n factores de x

Donde x" es la potencia, x es la base y i es el exponente. El caso 0° no esta definido.

En aritmética, tienes que (—4)* = —4° y que (-4)° = 4°. A continuacion, explora el comportamiento de
(—x)" para n impar y luego para n par.

Para exponente impar Para exponente par
(== (=P = (=x}(—x)=x*
(=) = (=M= =x) =—=* (=) = (= =) (=) (—=x) = x*

o X", sl n es par
De lo anterior, tienes que (—x)" = _ ,
—x", si i es impar
Observa que en (—x)" la base es —x y que en —x”" |a base es x.

Para las potencias con exponente entero son validas las siguientes reglas o leyes de los exponentes.

| 1 2 Potancias y redicales



Leves de los exponentes

Six vy son niumeros reales, i v n nimeros enteros, entonces:

Iyx¥=1,x4£0 Exponente cero
A xt=x Exponente uno
£ 3 I b 5 gl Producto de potencias
4) (xmyn = Potencia de una potencia
5) [x»yye =2 Potencia de un producto
6)x-"= }lT* x=0 Exponente negativo
7 —l\;- =T i - = Cociente de potencias
b 3 Y s : :
8) [1—] = = yVy#0 Potencia de un cociente

Previo al Ejemplo formativo 1.1, profundiza en las propiedades
de las potencias escaneando el codigo QR 1.2.

Ejemplo formativo 1.1

QR L.2. Propieda-
des de las poten-
cias. Video IngE
Darwin.

2025.

Fuente: Parzibyte,

1. Simplifica las siguientes expresiones aplicando las leyes de
los exponentes.

Actividad formativa 1.1

1. Aplica las leyes de los exponentes y simplifica a su minima expresion.

a) 2m—1°+2= b) —(—dxy)—4xy) =

c) (=3) (aby (') = d) (dabe) (3bc) =
e s o (dacbiciy*

¥ e ) Gabey -

a) (5x)° b) —2z(x* + 23*)° c) a’-a d) (—3mn?)(2m?)
e) xi(x’) f) (5a%) g) 2m h) (2x%2)*
.. 68 o Smn? o AT p [ x Y
L T3 D Zisume 0 () b (52)
Resolucion
a) (5x)'=1 b) —2=(x2 + 2P =-2=(1)=-2=
c) &.a=a""1=4" d) (=3mn? ) 2n) = 6070 = —6m'n?
&) FEN =x(3* Y=5F"N=a f) (5a% =(5') (a®)* = 5%a'® = 125a'®
2 1 1 ¥
T S jp T S P = —
g) 2mt= e h) (2vH7)~ = @Ry s &t
. Gxf 6 Xt . Smn? 5 mn? m
) =gy =3=3° ) SEmE s e T S e =y
K ( X ]} _a & | ( % )4 N (3}’3]5 (3 3pRY  2hS
) ¥ T T ) W \x/) " ¥ T ¥

Temas selectos de matermaticas | 1 3



Smin 2
g) -3 ab)y'(ba’y = h) (_W) =

Potencias de exponente fraccionario

Ya definimos potencia de exponente entero, ahora vamos a extenderla a exponentes fraccionarios. Las
reglas para exponentes enteros también son validas para exponentes fraccionarios, siempre que la poten-
cia con exponente fraccionario esté bien definida. Por ejemplo:

a) 225. V5= ¥5~15- 935 b) (423)12 = 423112 = 426 — 413
r ; : 1 L1
€) (2%3)M =233 d) 635 = o =[_g]
3 3 51
&) 235_5“-‘5 515 f) [ ] _5*3

Ejemplo formativo 1.2

1. Simplifica las siguientes expresiones aplicando las leyes de los exponentes para exponentes

fraccionarios. Supon que x >0y y >0,
1_15 3

a] I'E"Z_' 4 _-r:'."ﬁ b} :IIT [:} [:1"}}3 4
) )23 1 M2
@ () 9 (3 0 ()
Resolucion
a) xS . x2S = yl5-25_ 435 b) T‘“; = 5323 =33 —y,
C) (223 =233 _ M _ 12 d) (x -y =34 .3
28 23 1y R . i
Kot = = iR N [ e T BB Vi S T |
E] ( ¥ ) = -1_.;_.-; f] (Fg) = l:.‘l' } = X =X

Actividad formativa 1.2
1. Simplifica las siguientes expresiones aplicando las leyes de los exponentes. Supon que x>0,y > 0,
=20, u=0,v>=0yw>=0.
0 (3m) b) (x¥2 < o2y €) (x-12: yi2p
d) ( > ) g) yii . =32, 454 f) (x¥3)12
p-3 10x13p-t4 [ Ae T
g) (-n-) h) 1555w i) (Tﬂw_l:')
( B, e ) [ 16x )""’[ 8y~ ]-3*" ( 25y )-*-’1(12516]”
1N e k) \5n5) \37@ D\t~ \&—
Raices

Has estudiado las potencias de exponente entero mediante la expresion
(base )=pencnie — yalor de la potencia.
Por ejemplo 6> = 36, (-6)* =36, 4 =64 y (-4)’ =64

Ahora considera el problema inverso, si conoces el valor de la potencia de un niimero real que fue

| 14 | Potenciasy radicales



elevado a un exponente natural conocido, ;cual es la base? A los numeros que satisfacen esta condicion
se les [lama raices.

Por ejemplo. 6 y -6 son raices cuadradas de 36, ya que 36 = 6° y tambieén 36 = (-6)°. El nimero 36
tiene dos raices cuadradas, 6 y — 6, ;cudl elegimos al calcular V36?7 Para evitar ambigiiedades elige la
raiz positiva 6, la cual se le llama raiz principal y se representa mediante el simbolo ' que se llama
radical. En este sentido, V36 = 6 es la raiz cuadrada principal. Si necesitas la raiz negativa, expresala
como —V36 =—6. Una forma de representar ambas raices es =v36 = 6.

De lo anterior, al calcular raices de indice par (raiz cuadrada, cuarta, sexta, ...) de un mimero real
positivo, debes elegir la raiz positiva (raiz principal).

Cabe aclarar que, la raiz de indice par de un mimero real negativo no existe en el conjunto de los nti-
meros reales. Por ejemplo, el niimero —36 no tiene raiz cuadrada, ya que no hay ningiin niimero real que
satisfaga la condicion —36 = (base). Es decir v—36 no es un nimero real.

En el caso de las raices clibicas son posibles tanto niimeros positivos como negativos.

Por ejemplo, 4 es la raiz clibica de 64, ya que 64 = 4° y se representa como {64 = 4. De igual forma,
—4 es la raiz cuibica de —64, ya que —64 = (—4 ) y se representa como Y64 =4

En consecuencia, las raices de indice impar (raiz cubica. raiz quinta, raiz séptima, ...) de un nimero
real, tienen una tnica raiz real con el mismo signo que el radicando

Raiz n-ésima de un nimero real

. Sj_n es un natural par y a y b son numeros reales positivos tales que a = b", entonces se escribe
n

Na =by-Na =-b.
+  Sinmesunnatural impar y @y b son niimeros reales tales que a = b”, entonces se escribe Ya = b,

En cualquiera de los dos casos, Yo =o0. Ademas, Ya se llama raiz n-ésima de a. donde « es el ra-
dicando, ¥ es el signo radical y n es el indice del radical.

De lo anterior, se ve claro que existe una diferencia entre las raices de indice par y las raices de indice
impar. Las raices de indice par estan definidas solo para los niimeros reales positivos y el cero. Las raices
de indice impar estin definidas para cualquier mimero real.

Retomando las potencias con exponente racional ™", estas se relacionan con la raiz n-ésima.

Definicion de a™'™

Sim es un nlumero entero y » un nimero natural que no tienen factores comunes (m/n esté reducido
a su minima expresion) y a es un numero real, entonces

sines par, a =0,
a"™ =Yg, donde ] sin es unpar, a € M.

sia=0,m= L.

Para profundizar sobre las potencias con exponente fraccionario, escanea el codigo QR 1.3,

QR 13. Potencia
con exponente
fraccionario, Video
profe Alex.

Fuente: Parzibyte,
2025
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Ejemplo formativo 1.3

1. Escribe las siguientes potencias con exponente fraccionario en su forma radical.

a) 517 b) 7*3 c) ()2 d) 2%
e) x4 x>0 f) 92 y>0 g) 11b'3 h) (3o
i) x¥6
Resolucion
a) 512=+5 b) 722= 72 c) (—4yi =14
d) —245 =32 e) x12=r,x>0 f) 932 =—\3 y>0
g) 11p3=113 h) (3xp)* = V3xwy i) a6 =xi2 =

2. Escribe los siguientes radicales como potencias con exponente fraccionario.
a) V3 b) V6 ¢) V7 d) Y2y
e) Ve,e=>0 f) V5P, y>0 g) 4VB3 h) (;i.]dﬂ’#ﬁ
Resolucion _
a) V3 =317 b) 6 = 62 ¢) Y7 =723
d) Y2y =(-2)% e) Ve =¢12,¢20 f) 1’{?_1.-?=(5.}-p-11_1.-3 0
g) 43S = b3 h) s {%}4 =(%]4:5._v¢ﬂ

Actividad formativa 1.3 J

tales que las potencias indicadas estén bien definidas.

35
a'] 31;1 b} _5]--'1 c} {6}13 d) (%]
e) 712 ) (17a*)V? g) 15b1 h) (=13x% )5
-1/ ol Ser _
i (c+ 2012 (5 o (3) D ()"

IJ

tales que las raices indicadas existan,

a) V5 by -4 c) vV d) —%0.5v
e) Vabs f) Y67 g) V(=a’by h) (-{51—211-1;-)
Radicales

1. Escribe las siguientes potencias con exponente fraccionario en su forma radical. Las variables son

Escribe los siguientes radicales como potencias con exponente fraccionario. Las variables son

Los radicales son expresiones matematicas que involucran raices, Estos, al igual que las potencias, tienen

propiedades que permiten simplificar y operar con estas expresiones de manera eficiente.

Propiedades de los radicales

Si a v b son nimeros reales, variables o expresiones algebraicas, tales que las raices indicadas

existan, con k, m y n numeros naturales, entonces:
1) Va-Vb=Va b Producto de radicales

| 16 Putencias v radicales



2) E =i Cociente de radicales
n b

3) (Va) =Y Potencia de un radical
4) (Ya )” = Potencia de un radical
5) VWa ="a Radicacion de un radical
6) Na¥ =a Reduccion del indice

a, si n es impar
7) Na = : , en particular Vo = |a| Raiz de una potencia

la| s1 n es par
8) Va . Wa ="an-n Producto de radicales

Para ver ejemplos de las leyes de los radicales escanea el cé-
digo QR 1.4.

De aqui en adelante, supén que todas las variables estan res-
tringidas de tal forma que las variables dentro de los radicales son
positivas.

QR 1.4, Leyes de
los radicales. Videa

MateFacil.
Fuente: Parzibyte,
2025,

Ejemplo formativo 1.4

1. Simplifica las signientes expresiones aplicando las leyes de los radicales.
a) V2 .15 by Va? . B c) 5= d) -
\Fa' 3y
e) (V5 f) (Vex )’ g) \Wi3 hy V=
iy 7 i Nt k) (V15)° y (Fsx)
m) V3? n) V(-3 i) V(=5x) o) VG5x)
Resolucion
a) E*F:H‘Z-S:ﬁ h]{f— {JE?
{E_s 4 ﬁ 4 2x
) F==JT - 3y
o) (S5)=¥=5r=15 f) (%.f_r )’ = (6x)y = {2160
g) W= ={3 h]éd'lﬂ.:_lza'ﬂ":_lz‘ud;
) I =o j) N =T =T
k) (VI5) =15 ) (¥5x) =-
m) V32 =[3|=3 n) V(-3) =}-3|=3
i) V(5x) =-5x 0) Y(5x) =5x
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Actividad formativa 1.4 ]
1. Simplifica las siguientes expresiones aplicando las leyes de los radicales. =
a) V3 VT b) =4 . {5 ¢) 2 . ays d]%
3
u:i @353 4 3 5—— 2
3 h) (V-4
) 5 | )5 g) (3) ) (¥4)
) (2any) ) W K W2 ) Wsab
m) V3 n) ¥C13y i) Y2y o) (\D9)°
p (17)° q) (V3be)’ n 2y 5) =7
0 W7oy u) V(a + by v} Wa + by W)
x) 2 .45 y) Va - b

Las propiedades las vas a usar en la simplificacion de radicales y en la racionalizacion de denomina-
dores.

Simplificacion de un radical

La simplificacion de radicales es una habilidad esencial en dlgebra que permite transformar expresiones
con radicales en formas mas simples y manejables. Esta técnica consiste en eliminar factores dentro del
radicando, asi como en reducir el indice del radical para reescribir la expresion en una forma simplifica-
da. Simplificar un radical implica reducirlo a su minima expresion posible.

Un radical esta simplificado cnando:

* El indice no tiene factores comunes con el radicando.
*  Se han extraido los factores que son raices exactas.
* El radicando no tiene denominador.

Por ejemplo. estan simplificados los siguien- No estan expresados en su forma mas simple
tes radicales. los siguientes radicales:
— X+v
Na, Y2, 23x, abab? Vo, Vop2, —ri‘—-

Para simplificar un radical es comun realizar las transformaciones siguientes:

Reducir el indice del radical Extraer factores del radical

Reduccion del indice del radical
Para reducir el indice del radical aplica la propiedad 5: Vo =Van. | Gl 2 ods
R

El procedimiento consiste en descomponer en factores el indice
del radical y el exponente del radicando, luego cancelar factores
comunes.

QR L3. Simplificar
la raiz de expresio-
nes con numeros.
Video PruebaT.
Fuente: Parzibyte,
2035,

Para ver un ejemplo sobre la simplificacion de radicales, esca-
nea el codigo QR 1.5.

Ejemplo formativo 1.5

1. Reduce el indice de los siguientes radicales.

a) V4 b) Ve c) 9‘4&1‘{1!’5
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Resolucion
H} 1{_=2'@=!‘@ =\{E
by =T

¢) V8t = T = (20 = 297

Actividad formativa 1.5

1. Reduce el indice de los siguientes radicales.
a) Veu b) VB ¢) K320y

Una vez que reduces el indice de un radical, de haber factores en el radicando con exponente mayor
o igual al indice, lo que se hace es extraer factores del radical.

Extraccion de factores del radical

Para extraer factores del radical, expresa el radicando en potencias perfectas o raices exactas.

Ejemplo formativo 1.6

1. Extrae todos los factores posibles de los siguientes radicales.

a) 24 b) Vatbicld ¢) V24ashicd
Resolucion
a) 24
Descompon el nimero 24 como producto de Dado que el indice del radical es 2, expresa
factores primos. los factores de 24 como el mayor cuadrado
erfecto posible.
24| 2 P Ly
2|2 15;1{; tﬂijdidf Egeffc_t}? mas grande que es
6|2 24=2-2-2-3 - -
Al El radicando exprésalo como:
1 24=22:2.3=22.6.

Asi. V24 =V22. 6 =V2 . V6 =26
b) Vatbicid

Dado que el indice del radical es 2, puedes expresar los factores af, I y 2, como producto de
factores que tengan el mayor cuadrado perfecto:

* a%=(a’) es un cuadrado perfecto.
+ b*=b. b, b es e] cuadrado perfecto mas grande que es factor de b*,
+ ¢ es un cuadrado perfecto.
Expresa el radicando como: a®bc’d = (@) b* bed
Luego, Va®bcd =@y bbcid = (' Vb2 N2 Vbd = a*belbd
c) V24athcid
Descompén el nimero 24 como producto de factores primos:
24=2%.2.3=22. 6
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Luego, V24athic’d = N(22)(6)a®bbcid = V22 (a* Y NB* Ve V6bd = 2a*be\6bd

Actividad formativa 1.6

1. Simplifica los signientes radicales.

a) V18 b) V60 c) Vot d) 2abct
e) V9a'k f) V50aibic g) (%EE)S h) (_%1'5534-11}5
18x7 V4 + dm +m?
1) 1; 1) Wah! Ky ¥ + 2mm+n* 1) “—.;
: ~m
4
m) : L]{,SL n) V3(2x* + 3°) i) Vo + 18mn

0) Vdx?+ 12xy + 92

Racionalizacion de denominadores

Al proceso de cancelar el radical del denominador se le llama racionalizacion del denominador. Dicho
proceso, consiste en transformar una fraccion numerica o fraccion algebraica cuyo denominador es un
radical, en una fraccion equivalente cuyo denominador no contenga ningtn radical.

. ' i . &
Hacionalizacian de denominadores de la forma U_
I

Para racionalizar el denominador en una fraccion de la forma Eﬁﬁ* con m < n, multiplica el numerador y
denominador por Vb .

Ejemplo formativo 1.7

1. Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones.

I i 3x .
q) == b) — &) —— d) ——
' B ' ) Vo ) awe
¥ -
e) ————
2xNx 4 ¥
Resolucion
L1 L LG A
ViV 35 A3 3
g B8 F_EE_EF
B 6 ¥ H.863: i 5
I I VI
Vix  Vix VIx o Tx)? i
" € c Bbic  A3abc  ARae {3k
Babe  Babe Babe Fabic 3abe 3abe
&) -yt xi-pr rey  @-riy -ty -ty
2e¥r+y  20lv+y Vr+y 20l +op 2x(x +3) 2x
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Actividad formativa 1.7

1. Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones.

2 3 43y a
" B e ) ) P

2y \Tx 3 a
'E) @ f] 39:{: g.:l x— I h} -E_'FE

Racionalizacion de denominadores mediante el conjugado

Para racionalizar el denominador de una fraccién cuyo denominador es la suma o diferencia de dos tér-
minos, de los cuales, por lo menos uno contiene un radical de indice dos, lo que se hace es multiplicar el
numerador v el denominador por el conjugado del denominador.

Expresion radical | Conjugado Producto de la expresion radical por su conjugado
Va +b va - b (Va +Vb)(Va —Vb)=a—b
V3 —24b Vi +2\B (V3 —2VB)(V3 +2Vb)=3-4b
Sa+\7h 5a—\7b (5a + \7b)(5a - V7b) =254~ Tb
a—b a+Vb (@—b Ja+Vb)=a>-b

Cuando multiplicas una expresion radical (que es la suma o resta de dos términos) por su conjugado,
obtienes una expresion sin radicales.

Ejemplo formativo 1.8

1. Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones.

3 \E X—¥ *J';_;-
= N e VTV Ry
Resolucion
gy 33 V73 3(V7+3)  3(V1+3)  3(V7+3)  3(V7+3)
V-3 N7-3 7e3 (W-3)V7+3) (W)P-eF  7-9 2

b) Vs % -V Ws(2s-V6) 2\s—V3o _ 10-+30
2Wsiv6 205+¥6 25-vV6 (25 +6)(2V5—V6)  (245) —(V6) 14

o) -y _ .T—j’_.‘nll,-‘t?-i\!]-’: f,r—ji}[_\";+\!17) ={I—_1']l:\".;+\"}_']=£+ =
-y Ve—Wr Yrer (=)W W) x—y '

d Ja Va(3a-2Va) 3au’E-za=a{3\G—2}=3wG-z

3a+2Va  (3a+2V2)3a-2Na) 9a-4a  a(9a-4) 9a-4

Actividad formativa 1.8

1. Racionaliza el denominador de las siguientes expresiones.

) ! b) Vi-1 o Va-\b Q Vr + 1
Vi-\3 V3 41 Va+ Vb 1+ +1

o 2 f 2V3 2 -y b 3
vy —3Vy 2\3 =342 vy 1y Vwry—Vr—y
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&S0E EVALUACION FORMATIVA 1.1

AR L AR 4 Rl R R R Ll Rl Al Pl il i dd sl il il il il R llr il ial i rRidrlded i el il R il i it RRdl R lidiRdsed il idid s i ad st ids dlyld]

1. Simplifica las siguientes expresiones.

12,756
a) {lxﬁ’* - \"ﬁ b) % €) (¥29)¥(xy)-t2 d)

2. Racionaliza el denominador y simplifica.
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Autoevaluacion y coevaluacion 1.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Flantel: Grupao: Turno:

Autoevaluacian para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desemperio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 1. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

| Desempedo Eiﬁ:ﬁ“ Buead Scbresaliente
Propicié un clima de commmecacién favorable pam el aprendizaje con mis

compaiieros. |
Participé actrvamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Emhﬁ colabomtivamente a la retroalmentacion de dudas de mis com-

?ﬂ

Apliqué comregtnmente las leyes de los tes v las propiedades de los
madicales para sunphficar y mﬁmlhmm de expresiones al-
gebraieas. (M1-Cl)

Tdennfiqué patrones en las expresiones algebrmcas v selecrione las leyes
miatemateas adecuadas para shoplificardas. (M1-C2)

| Utilicé modelos matematicos apropiados como pofencias v radicales pam
simplificar expresiones algebraicas. (M1-C3)

Expresé con precision el proceso de stmplificar o racionalizar expresiones
algebraicas utilizando termmologia matemdtica adecuada. (M1-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcidn que mejor describa t
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje | y que responda con honesti-
dad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En procesa

Bueno Sobresaliente
de logro

Desempeiio
Propicié un chma de comumcacidn favomble para el aprendizaje con mis
compaiieros,
Participé activamente con 1deas pars In toma razonada de decisiones.

Conmribuoyo colaboratrvamente a la retroalimentacion de dudas de sus com-
patieros

Aplicéd correctamente las leyes de los exponentes ¥ las propiedades de los
radicales para simplificar y meionalizar denominadores de expresiones al-
gebraicas. (MI-CI)

Identifico patrones en las expresiones algebraicas v selecciond las leyes ma-
tematicas adecuadas para simplificarias (M1-C2)

Utihizd modelos matemiticos apropiados como potencias y mdicales pam
sniplificar expresiones algebraicas. (MI-C3)

Expreso con precision el proceso de simplificar o racionalizar expresiones
algebraieas uhilizando termmologia matematica ndecuada (MI-C4)

Nombre y firma de quien coevaliia
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Productos notables

(@ + b)la—b) = ﬂz—bi
(e )=+ 2ty
(x—yp=x-22y7)
(x+ b)x+¢) =x2+ [b+c]’t,ﬁ:+ :.’?r:
(x+yP=x+3y+ 3x” + jl--'s
(x—yP=x"- 3ty + 3y -

Progresion de aprendizaje 2

Analiza la estructura de los productos notables para deducir formulas generales. y desarrolla problemas que de-
muestren la aplicacion de estos productos en situaciones de la vida real.

En proceso | P

de logro Sobresaliente

Metas de aprendizaje

=

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para re- | “* .................................

solver problemas matematicos, de las ciencias : C : :

e Breriorin R B AN S ¥ At o T
A

MI-C2 Observa y obtiene infonmacién dewna { A : &
ﬂjmﬂ.iﬂu o fﬂ:ﬂémﬂﬂﬂ I}n_‘['a gg[ahlecﬂ* estrate- Er E”E: ............................. ; ............................. :1..”"... T T T T If
g_ias 0 furmas de vjsuaﬂzﬂcién quﬂ- ay‘uden a E ....... :: ................................. E ................................ .12................................_..'

entenderlo. i H ¢
g

MI1-C3 Selecciona un modelo matematico por :
la pattindncia?de: sk wadiblee - Vel aclohes C .................................
pm Exphmt- una slmaciﬁm fmﬁm&nﬂ, o re- : ....... : ................................. : ................................. .I .................................
solver un problema tanto tedrico como de su - g ! 5
contexto, : '

A

MI1-C4 Describe situaciones o fendmenos em- ,,,,,,, ................................. ................................. ................................. .
pleando rigurosamente el lenguaje matemat- . ¢ © t Lisdanssataliles (TSI ! :
e I S T 1 oS e e e

o

| EVALUACION DIAGNOSTICA 2.1
Realiza las operaciones indicadas y selecciona la respuesta correcta.
L (Sxv)(x?) =

a) Sxiy? b) Sx%y? c) 5x*

S35 -3x+4v-2)=

a) 1547 = 152y + 200° = 10xy

b) 15x%7 + 152y + 20y — 10xy

c) 15+%? — 152y + 20x°y + 10xy

3. (x+5)x—35)=

!d

a) x*+25 b} —x* =25 c) x»*—-25
4. (a+2)a"=2a+4)=
a) a*+8 b) -8 c) —a®+8
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5. (x+3)2x+4)=

a) drl+ ldx+7 b) 4x?+ 14x + 12 c) d4x2+12
6. (Bx+y)3x+1)3x+y)=

a) 273 —-27xY%y + 9%y 42

b) 27+ + 27x%y + 902 + 43

c) 273 —2Tx— 9% —y?
T. (67 + 2v2 4+ Sxv)(3x -4yl 4+ 2xv) =

a) 6xt+ 247 + 1927y + Bx? + 20xhy?

b) 6x'— 243 — 19x%y — Bxy? — 20a%7°

€) 6rt—24y% + 19xy — 8xd + 2037

Productos notables

| realizar la multiplicacion de polinomios hay casos especiales en los que puedes obtener el resulta-
do siguiendo una regla sin necesidad de realizar la multiplicacién. A la multiplicacion indicada de
estos polinomios los llamamos productos notables.

JPor qué son utiles los productos notables?

= Ahorran tiempo al desarrollar productos.

» Facilitan la factorizacién,

» Son base para resolver ecuaciones cuadraticas y ctibicas.

* Aparecen en muchos problemas de fisica, geomeitria y eco-
nomia.

QR 2.1, Productos
notables. Video de
PruebaT.

Fuente; Parzibyte,
2025,

En esta progresion vas a analizar los procedimientos que per-
miten desarrollar diversos productos notables sin realizar la multi-
plicacion. Para profundizar mas sobre los productos notables ve el
video a través del codigo QR 2.1.

Producto de dos binomios conjugados

Si tienes un binomio del tipo a + b, entonces a — b es su conjugado
y viceversa. Al multiplicarlos

(a+b)la-b)y=ala—b)+ bla—by=a>*—ab + ab- B
. ]

El resultado obtenido se llama diferencia de cuadrados.

QR 2.1. Binomios
conjugados. Video
de KhanAcademy.
Fuente: Parzibyte,
2023.

Para realizar el producto de dos binomios conjugados aplica la siguiente regla. El producto de un bi-
nomio por su conjugado es igual al cuadrado del primer término menos el cuadrado del segundo término.
En el codigo QR 2.2 puedes ver un ejemplo. Nota: Para aplicar la regla mencionada anteriormente es
importante el orden de cada término, primero debe ser el término comin y en segundo lugar el término
simétrico u opuesto. Ejemplo: (—x + 3)x+3)= (3 —x)(3 +x)=9 —x*

Ejemplo formativo 2.1

1. Desarrolla los siguientes productos aplicando la regla del producto de dos binomios conjugados
a) (x+3)x—3) b) (m +n)m—n) ¢) (2a —5)2a + 5)
m 3 i 3 z _
d) [T - T) (T + T) e) (2v—3¥)(2x+ 3y) ) (5x% + 6)(5x° — 6)
g) (a*b—c)a*h +c)
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1

Resolucion

a) (x+3)(x-3)=x-9
by (m+m(m—n)y=m—n’
¢) (2a—5)2a-+5)=4a>—25

0 (5-DE-H-5-4
e) (2x—3I)(2x+3y) =4x> D=
£) (532 + 6)(5%2 —6) = 25x — 36
g) (ab—c)a*b+c)=a'b’—¢?

Determina el area de un jardin que tiene las siguientes dimensiones: (x + 4) de largo y (v — 4) de
ancho.

Resolucion

Largo: (x + 4)

Ancho: (x - 4)
(x+4d)(x—4)=x"-16

El area del terreno es x2 — 16.

-

Actividad formativa 2.1 ]

1.

I\J

Desarrolla los siguientes productos aplicando la regla del producto de dos binomios conjugados.
a) (@+ 1){a—1)

by (3m+2)3m—-2)

¢) (2a®—3)(22 + 3)

d) (%a +G.2)(%n-{].2)
e) (—r+5)t+35)
) (0.2¢40.1)0.2¢t-0.1)

Determina la expresion polinomial que corresponde al area del rectangulo que se muestra en la
siguiente figura.

- (3b-9)

(3b+9)

Binomio al cuadrado

La expresion (x +»)* es un binomio al cuadrado y se puede expresar como un producto.

(x+ 1) =Ex+Vix+y)=x+2xy+2y + =51+ 2xy +)°

Al resultado de desarrollar un binomio al cuadrado se le conoce como trinomio cuadrado perfecto.
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Para desarrollar un binomio al cuadrado aplica la siguiente
regla. El cuadrado del primer término, mas el doble del primer
término por el segundo, mas el cuadrado del segundo término.
En el codigo QR 2.3 puedes ver un ejemplo.

QR 2.3, Binomio al
cuadrado. Video de
KhanAcadeny.

Fuente: Parzibyte,
2025,

Ejemplo formativo 2.2

1. Desarrolla las siguientes expresiones aplicando la regla del binomio al cuadrado.

a) (x+3)° b) (=m —n)? c) (Qa-=35F d) (=2x +3y)?
3 3 . x m 3\

g) (5x2+6) f) (a*b-¢c) g) (-3— - ?)
Resolucion
a) (v4+3FP=2+2(x)(3)+ 3P =x+6x+9
b) (—=m—ny = (=mP+ 2(=m)=n) + (=n)y=m*+ 2mn + n?
c) (2a-5P=(2a)y+ 2(2a)(-5) +(-5) =4a>—20a + 25
d) (—2xv+ 3y) =(-2x)* + 2(=2x)(3¥) + (3} =4x — 123y + N?
e) (5a2+6) =(5x2) + 2(5x%)(6) + (6)* = 25x* + 60x* + 36
f) (a’b—c)=(ab) +2a*b)(—<) + (¥ =a't’ —2a°bc + ¢

m 3y (my m 3 IV om om 9
0 (5- TJ =(?) ' 3(?)['—4] *('T] =9 "7 Te

Actividad formativa 2.2 ]

1. Desarrolla las siguientes expresiones aplicando la regla del binomio al cuadrado.

a) (a-1) b) (3rs — 21)> c) (ax + by
2 d 2512
d) (Ta + ﬂ.l] e) (; = _3_)

2. Halla el drea de una plaza cuadrada de lado igual a (x + 2) metros.

Producto de dos hinomios con un término comun

En una multiplicacion (x + a)(x + b) observa que los factores tienen como término comun a x. Al multi-
plicarlos, obtienes

(x+b)x+c)=x+(b+clx+bec
QR 2.4. Binomios
con un término
connin Video de
PruébaT.

Fuente: Parzibyte,
2025,

El producto de dos binomios que tienen un término comuin es
igual al cuadrado del término comin, mas el producto del termino
comun por la suma de los no comunes, mas el producio de los
terminos no comunes. En el codigo QR 2.4 puedes ver un ejemplo.

Ejemplo formativo 2.3

. Desarrolla los siguientes productos aplicando la regla del producto de binomios con un término
comun.

a) (x+5)x+3)
d) (2a+3)(2a-0.5)

b) (2x—3)}2x +7)
e) (12 =1)r+3)

¢) (m+2n)(m + p)

£) (x+2y-3)x+5+2¥)
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Resolucion

a) (x+35)x+3)=x"+(3+5x+15=x"+8+15

b) (2x=3)(2x+ =41+ (3+7)2x-21 =4x* + 8x-21

¢) (m+2n)m +p)=nr + (2n + pym + 2np

d) (2a+3)(2a-05)=4a+(3-052a-15=4a’+5a-1.5

e) (F=1r+3)=r+(-1+3"-3=r"+21"-3

D (x+2r=3)x+5+2) =[x+ 2¥)=3][(x + 2¥) + 5]
=(x+2¥P + (-3 + 5)(x+ 2y)— 15
=(x+ 290+ 2x+2y)-15
=x+4dn+ht+ v+ 4y - 15

-

Actividad formativa 2.3 J

-

1. Desarrolla los siguientes productos aplicando la regla del producto de dos binomios con un término

comun,

a) (m+3n)(m=2n) b) (2r=5¥2r-7) c) (t=3)r+ 1.5)

@) (x+4)(x-3) &) (a—2b)(a + 5b) ) (352 + 5)3s2—2)
2) (0.2x + 5y)0.2x + 3v) h) (4—105+1) ) (x=3+v)y+5+x)

J) (x+499)x+ 1)

2. Determina la expresion polinomial que corresponde al area del rectangulo que se muestra en la
siguiente figura.

(n—10)

(m—3)

Binomio al cubo
La expresion (x + y)* es un binomio al cubo y se puede expresar como un producto.
(x+v)P =(x+yix+v)x+y)
= (x + )X+ x4+ vx +37)
=X+ x4 3 + a0 + i 8
=3+ 33l + 302+

Para desarrollar un binomio al cubo aplica la siguiente regla:
el cubo del primer termino, mas fres veces el cuadrado del primer
término por el segundo término, mas tres veces el primer término
por el cuadrado del segundo término y mas el cubo del segundo
término. En el eddigo QR 2.5 puedes ver un ejemplo.

R 2.5. Binomio
cubo. Video de
PruébaT.
Fuente; Parzibyte,

2025,
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Ejemplo formativo 2.4

1. Desarrolla la expresion (v — v)* aplicando la regla del binomio al cubo.
Resolucion

Binomio al cubo: (x —y)?
v*: el cubo del primer término.
1v°(—): tres veces el cuadrado del primer término por el segundo término.

Av{—v}: tres veces el primer término por el cuadrado del segundo término.
(—v)': el cubo del segundo término.

(x _,_1,.-]3 =5 _ x4+ It _!';

Una opcion para el desarrollo de un binomio al cubo es usar

el triangulo de pascal como se muestra en el video del codigo
QR 2.6.

QR 2.6. Triangulo
de pascal. Video
del profe Alex.
Fuente: Parzibyte,
2025,

Ejemplo formativo 2.5

1. Desarrolla las siguientes expresiones aplicando la regla del binomio al cubo.

. ' \3
a) (a—>3) b) (2x +5)? ¢) (@ +b)’ d) [% =4
Resolucion
a) (a—35)Y=da*+3a’(-5) + 3a(-5) + (-5)°

=a* —15a* + 3a(25)— 125
=a*—15a>+ 75a—- 125
b) (2x+5) = (2x) + 3(2%)(5) + 3(2x)(5) + (5)
= 8 + 3(4x2)(5) + 6x(25) + 125
= 8x* + 60x" + 150x + 125
c) (a*+ b)Y =(a*) +3(a’Pb + 3a’b* + b
=a®+ 3a*h + 3a’h’ + b}
x »Y [(xV¥ x N ¥ Y vV v\
q (F-%)=13) {3 -5} 3(3‘)(‘?) +-%)
x =\ ¥ x Y p
=5 {T)F) A5+
B ¥ ]-IJ.* ne _llll
§ "4 "6 27
Actividad formativa 2.4 ]
1. Desarrolla las siguientes expresiones aplicando la regla del binomio al cubo.
a) (x—3) b) (x + 5b) c) (3r+2) d) (2a — b)*
3 3 - %3
e) (0.5 +31) f) [-% = ﬂ.3r] g) (% = b!) h) (%x - ‘?)
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2. Determina la expresion polinomial que comresponde al volumen del cubo de la figura que se
muestra a continuacion.

(4v +2)

&20E EVALUACION FORMATIVA 2.1

1. Desarrolla las siguientes expresiones aplicando las reglas de los productos notables segun

corresponda.
a) (m+n) b) (x+ 3)(x—3) c) (x+6)x—7)
d) (m+n?) e) (5a- 1) ) (53+31(5-3v)
g) (z+8)=—11) h) (24— 5) i) (2a-0.1)
i
i @resnEe-s k) (p+20)p~5) D (§+03)
D R = W . BYfx . 3
m) ("3""'5') n) (F“'T)[P"s") f”('fs"*'f]("ﬁ'**f)
B 143 3
0) (T + %) p) (33¥2x —2%2y)
2. Determina la expresion polinomial que corresponda al drea sombreada para cada figura.
V=4 s =
a) SE b) L
(o o l‘F‘:'I
y+8 2R+ 6
i =t
.-i..
c) - d) &
x—35 2r+ 4

3. Halla una expresion polinomial que corresponda al volumen del cubo de cada figura.

a) b)
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Autoevaluacion y coevaluacion 2.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

MNombre: Plantel:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 2. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno

de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempenio
Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje
©on 1mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisio-
nes.

Contribul colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de
mis companeros.

Apliqué correctamente las reglas de los productos notables en el
desarrollo de expresiones. (MI-C1)

Identifiqué un producto notable al observar los elementos que lo
componen. (MI-C2)

Seleccioné las reglas adecuadas de los productos notables para de-
sarrollar expresiones. (MI-C3)

Describi con lenguaje matematico el proceso de desarrollo de un
producto notable. (MI-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaifiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeiio durante el frabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 2 y que responda con ho-

En proceso
de logro

nestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempenio
Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje
con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisio-
nes.

Coniribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de
505 companeros.

Aplicd correctamente las reglas de los productos notables en el de-
sarrollo de expresiones. (MI-Cl)

Identificd un producto notable al observar los elementos que lo
componen. (MI1-C2)

Selecciono las reglas adecuadas de los productos notables para de-
sarrollar expresiones. (MI-C3)

Deescribio con lenguaje matematico el proceso de desarrollo de un
producto notable, (MI-C4)

En proceso
de logro

Nombre y firma de quien coevalia

Grupo: Turno:

Bueno Sobresaliente

Bueno Sobresaliente

Tamas selectos de matermmédticas |
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Factorizacion de

) 9yt - 16:50°
by x4 5x+ 6
c) X+6x+9
d) 827y
&) Gy + 3y
f) & +2T7
g) 3+ lix + 10
hy x4 9xF o+ 27x +27

— -
— =
o p—

Progresion de aprendizaje 3

polinomios

y Binomios que son diferencia de cuadrados

) Binomios que son diferencia de cubos
) Binomios que son suma de cubos
y Binomio al cubo
) Trinomio cuadrado perfecto
) Trinomio de la la forma ¥* + px+4@
y Trinomio de la forma mxt+px+q
y Polinomio con factor comun

Valora la efi cacra de diferentes métodos de facmnza cion para diversos tipos de polinomios, y elabora un arbol de
decision que guie la seleccion del método mas apropiado para factorizar cualquier polinomio dado.

Metas de aprendizaje

En proceso

de logro Sobresaliente

Bueno

MI-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para re- :

solver problemas matematicos, de las ciencias :

v de su entorno.

:p_

MI-C3 Selecciona un modelo matematico por :
la pertinencia de sus variables y relaciones
para explicar una situacion, fenémeno o re- :
solver un problema tanto tedrico como de su

contexto.

MI-C4 Describe situaciones o fendmenos em- :
pleando rigurosamente el lenguaje matematico :

v el lenguaje natural.

i

| EVALUACION DIAGOSTICA 3.1

1. Relaciona la expresion algebraica con el tipo de expresion de la cual se obtiene.

a)
b)
c)

Oxht — 165"
X4+ 5x+6
X+6r+9

d) 8x*—27¢

e) Gy + 3xh8

f) 8x3+27y3

g) 3+ 1lx+10

h) x*+9x+27x + 27

e e e e, e, e

| 32

| Factorizaciin da palnomios

) Binomios que son diferencia de cuadrados
) Binomios que son diferencia de cubos

) Binomios que son suma de cubos

} Binomio al cubo

) Trinomio cuadrado perfecto

) Trinomio de la forma x? + px + ¢

) Trinomio de la forma my* + py + g

) Polinomio con factor comun



Factorizacion de polinomios

a factorizacion es el proceso de descomponer un numero o una expresion algebraica en sus factores.

Los factores son nimeros o expresiones que, al multiplicarse, dan como resultado el nimero o la
expresion original. Por ejemplo, el nlimero 12 se puede factorizar en 3 y 4, ya que (3)(4) = 12. Debes tener
presente que puede haber mas de una forma de expresar el nimero 12 como un producto de factores, por
ejemplo, (6)(2) = 12, tambien puede tener mas de dos factores, como (3)(2)(2) = 12, De manera similar,
esto aplica para factorizar expresiones algebraicas polinomiales, también llamados polinomios.

En la progresion de aprendizaje anterior, aprendiste sobre productos notables, por ejemplo, el bi-
nomio al cuadrado (a + b)* = @* + 2ab + b* v la diferencia de cuadrados a* — B = (a + b)(a — b). por lo
que posees bases para entender la factorizacion de polinomios. La factorizacion es, en cierto modo.,
el proceso inverso a los productos notables. Mientras que los productos notables te permiten expandir
expresiones, la factorizacion te ayuda a descomponer esas expresiones en factores mas simples. Existen
diferentes métodos de factorizacion, segun el tipo de polinomio que estés tratando.

Actividad formativa 3.1 ]

. Un agricultor desea construir una cerca alrededor de un campo . =
de forma rectangular con drea igual a x* + 1Ly + 30 metros : -~

cuadrados. Para ello, debe conocer sus dimensiones (largo y Seccionl | Seccion 2
ancho). Completa la siguiente figura para ayudar al agricultor -
atendiendo las siguientes sugerencias. & 4= A= |
a) El agricultor decidio dividir el campo en cuatro secciones,
la seccion | fﬂlnna un cuadrado d? lado x. | [ Seccta3 |Secaimdl L
Calcula y escribe en el centro su area correspondiente. L 4= 4=30 m? Y
La seccion 4, que forma el rectingulo mas pequefio tiene m S =
un area de 30 m°. Encuentra los valores de sus dimensiones 4y il 430

largo y ancho, factoriza el 30,

Complementa con esas medidas en el resto de los recuadros los valores de las dimensiones
faltantes alrededor de la figura de la izquierda segtin correspondan,

Calcula las areas de las figuras formadas en la seccion 2 y 3.

b) Areaseccion | + Area seccion 2 + Area seccion 3 + Area seccion 4 = Area del campo

+ - - =

¢) Compara el resultado con la expresion x* + 1 lx + 30, ;son iguales? Si no lo es, prueba con otra
descomposicion factorial de 30.

d) Escnbe la expresion que corresponde al largo del campo segun la anterior que ya completaste,
suma el largo de las secciones 3 y 4:

e) Escnbe la expresion que corresponde al ancho del campo segtin la anterior que ya completaste,
suma el lado de la seccion | y el ancho de la seccion 3:

f) Escnbe la operacion para calcular el area del campo, que se trata de un producto notable:

g) Elresultado de dicha operacion es igual a:

h) Como recordaras la factorizacion es el proceso inverso a los productos notables. Por tanto, la
factorizacion de x* + 11x + 30 es igual a:
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Para comprender mas el modelo usado en la Actividad forma-
tiva 3.1, ve el video a través del codigo QR 3.1.

En el planteamiento del campo agricola ayudaste al agricultor
a conocer el largo y el ancho del campo, con ello podra conocer
el perimetro del mismo para saber cuantos metros de cerca nece-
sitard, El analisis y comprobacién de dicha situacion es un claro
ejemplo de aplicacion de la factorizacion de polinomios, especificamente has aplicado el modelo de fac-
torizacion de trinomios de la forma x* + px + ¢. El procedimiento de este y otros modelos para factonzar
polinomios se presentan a continuacion en la siguiente tabla.

QR 3.1 Producto
de hinomios con
término comu.
Video de Hospital
de Matematicas.
Fuente: Parzibyte,
2025,

Método de
factorizacion

Factorizacion
por factor comin

QR 3.2 Video

del profe Daniel
Carrion

Fuente: Parzibyte,
2025,

Nombre del
producto

notable obtenido

No tiene un nom-
bre especifico. Se
descompone en
el producto de un
factor comin de

lo de los términos |

por otro polino-
mio.

Procedimiento para factorizarlo

Paso 1. Encuentra el factor comin,
| busca el mimero (divisor) y/o letra
| con menor exponente que se repita
' en todos los términos del polino-
mio.

Paso 2. Escribe el factor comiin

' fuera de un paréntesis vy divide
cada término del polinomio por
ese factor comun.

Paso 3 Obtén el resultado, dentro

del paréntesis escribe lo que queda

después de dividir cada término.

‘.Fﬁclmizar l{it—" A Sx

Ejemplo resuelto

Paso 1. § es divisor de ambos coe-
ficientes (de 10 ¥ 5) y x se repite
en ambos términos v es el de me-
nor exponente.
Por lo que 5x es el factor comiin.
Paso 2. Coloca el factor comiln
seguido de paréntesis Sx( ) v di-
vide cada término entre el factor
COmun:
10x? Sx
5x 3x 1
Paso 3. Escribe el resultado de
cada division dentro del parénte-
sis: Sx(2x + 1)
Resulindo:

10x* 4 Sx¢ = Sx(2x +1)

Factorizacion de
binomios que son
diferencia de cua-
drados

QR 33. Video

del profe Daniel
Camion.

Fuente: Parzibyte,
2025,

34

Producto de dos
binomios
gados

Factorracion de ool

conju- |

Paso |. Extrae la raiz cuadrada de
ambos términos, toma solo la raiz
positiva.

Paso 2. Escribe el resultado, se ob-
tiene el producto de dos binomios
conjugados, es decir, se multiplica
la suma de las raices cuadradas por
la diferencia de las mismas raices:

a0 =(a+ Dla- b

Factorizar x* - 16
Paso 1. Obten la raiz cuadrada de
ambos erminos:

Ve =x Vi6=4
Paso 2. Expresa el resultado como
el producto de dos binomios con-
jugadas:
Resuliado
X-l6=(x-4@x+4)




Factorizacion de
binomios que son
suma o diferencia
de cubos

QR 3.4. Video del
profe Alex.

Fuente: Parzibyte,
2025,

No tiene un nom-
bre especifico. Se  se descompone en dos factores:
descompone

binomio por un | nos.
trinomio.

producto de las dos raices. mas el
cuadrado de la segunda raiz.
Escribe el resultado basindote en
la formula;

§ v Siemo-
@+ P =(a + b)a*—ab + b¥)

tores:

| Paso |- Primer factor es la diferen-
cia de las raices ciibicas de ambos
lEmminos.

cuadrado de la segunda raiz.
Escribe el resultado basandote en
la formula:

{ ¥ Signo +
@ — B =(a—bya*+ab+ b

La suma de un binomio al cubo |
| Paso 1. Primer factor, calcula la
en | Pazo |. Primer factor es la suma de |
el producto de un | las raices clibicas de ambos térmi- ?

Paso 2. Segundo factor es el cua- | : g
diado dé b peimiers rake. memos el Por tanto, la suma de las raices cii-

'La diferencia de un binomio al
cubo se descompone en dos fac-
| raiz ciibica de ambos terminos del

Factorizar 27x% + 125

raiz cibica de ambos términos del
binomio:

P =3x V125=5

bicas de ambos términos es igual

| a: (Qx + §) primer factor

| Paso 2. Segundo factor, eleva al
| cuadrado la primera raiz del pr-
| mer factor, menos el producto de
| ambas raices, mas el cuadrado de

| la segunda raiz:
(3x) = 9¥*
(3x)(5)=15x
(50 =25

(9x* —15x + 25) segundo factor

| Escribe el resultado colocando
| ambos factores:

| Resultado

272 +125=
(3x + S)(9* - 15x + 25)

Fartm‘izar 1?1'5_— 125
Paso 1. Primer factor, calcula la

binomio:

P {125=5

| Paso 2. Segundo factor es el cua- ; = IE}[I;I.G' la dmfﬁmbﬁaﬁde las rai-
| drado de la primera raiz, mis el | To> Sooias €€ am Iinos es

producto de las dos raices, mas el I Pasa 2. Segunda factor elevi.al

| cuadrado la primera raiz del pri-
(mer factor, mas el producto de
| ambas raices, mas el cuadrado de

igual a: (3x — 5) primer factor

la segunda raiz:

(3x) =9x*
(3x)(5) = 15x
(5)*=25

(9% + 15x + 25) segundo factor

| Escribe el resultado colocando
| ambos factores:

{ Resultado:

27 - 125 =
(3x — 5)(9* + 15x + 25)
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Factorizacion de | Binomio al cua- |
trinomios cuadra- drado o el pro-
dos perfectos ducto de dos
binomios iguales.

QR 3.5. Video

del profe Daniel
Carrion.

Fuente: Parzibyte,
2025,

Paso |. Extrae la raiz cuadrada al
primer vy tercer término del trino-
mio.

' Comprueba que el segundo térmi-
' no del trinomio sea el doble de la

primera raiz por la segunda raiz.

| Paso 2. Escribe las raices separa-
' das por el signo del segundo tér-

mino.

| Paso 3. Expresa el resultado, se
' obtiene un binomio que se mul-
tiplica por si mismo o se eleva al
' cuadrado.

a4 2ab + b= (a + by
0
a® —2ab + b= (a - b)?

Factorizar 36x2 — 24xy* + 4)¥
Paso |. Calcula la raiz cuadrada al
primer y tercer término del trino-
mio:

V36x* = 6x
Comprueba que el segundo témmi-
ne del trinomio sea el doble de la
primera raiz por la segunda raiz:
2(6x)(2v%) = 24y
Paso 2. Separa las dos raices porel
signo del segundo término 6x - 2y

Paso 3. Expresa el resultado como
un binomio al cuadrado

Ve =2

Resultado:
36x* - 24xy” + 48 = (6x - 2)')°

Factorizacion de  Producto de dos
trinomios de la binomios con un |
forma x>+ py+ ¢ | término comuin.

QR 3.6. Video

del profe Daniel
Carrion.

Fuente: Parzibyte,
2025,

Paso 1. Extrae la raiz cuadrada al

primer termino del trinomio, toma

' la positiva y colocala en los dos
- factores binomios.

| Paso 2. En el primer factor, des-
 pués de x escribe el signo del se-
- gundo término del trinomio. y en
el segundo factor, después de x es-
' cribe el signo que resulta de mult-
' plicar el signo del segundo término
' por el signo del tercero.

' Paso 3, Encuentra y escribe los
' segundos términos de los factores

| binomios.
| = 51 los dos factores binomios tie-

pen signos iguales, busca dos
niimeros cuya suma sea el valor
absoluto del segundo término
del trinomio multiplicado por la
raiz obtenida en el paso | y cuyo
producto sea el valor absoluto
del tercer término del trinomio.

| » S8i los dos factores binomios tie-

36

Factorizacion de polinormics

nen signos distintos, busca dos
numeros cuya diferencia sea el
valor absoluto del segundo tér-
mino del trinomio multiplicado
por laraiz obtenida en el paso l y
cuyo producto sea el valor abso-
luto del tercer término del trino-
mio. El mavor de estos niimeros
lo escribes en el primer binomio
y el menor en el segundo bino-
mio.
Aedpx+qg=(x+a)x+b)
dondea+b=pya.-b=q

Factorizar x* + 5x + 6
Paso 1. Calcula la raiz cuadrada al
primer término del trinomio.
Jx? = x v laescribe en los dos fac-
tores (x Jix )
Paso 2. Coloca los signos

x+ Nx+ )
Paso 3. Los signos son iguales, por
lo que debes buscar dos mimeros
que sumados v multiplicados por x
den 5x, ¥ su producto sea 6, esto
es:

(3+2)(x)=5x

(3)(2) =6

El resultado es:
Resultado:

iS4 6=(x+3)(x+12)




No tiene un noms-
bre especifico. Se
descompone en el
producto de dos
binomios.

Factorizacion
de trinomios
de la forma
my? + px +q

QR 3.7. Video del
profie Alex.
Fuente: Parzibyte,
2025,

Factorizacion de
polinomios  por
agrupacion

bre especifico. Se
descompone en el
producto de dos
polinomios.

QR 3.8, Video del
profe Alex.
Fuenre: Parzibyte,
2025,

No tiene un nom-

Paso | Identifica los valores de m, |
p v i del trinomio:

* m es el coeficiente de x2
» pes el coeficiente de x

* g es el término constante

Fuso 2 Encuentra dos nimeros
que multiplicados den m - ¢ ¥ su- |
mados den p, a los que llamaremos
ayb.
Paso 3. Reescribe el trinomio des- |
componiendo el término medio
usando a y b.

mx*+ax+ bx+q
Paso 4. Agrupa los términos en dos |
binomios: (mx* + ax) + (bx + q).
Paso 5. Saca el factor comin de |
cada binomio por separado.
Paso 6. Factoriza por agrupacion y
resultara el producto de dos bino- |
mios,

Factorizar 18 - 13x - 5

' Paso 1. Identifica los valores de m.
Py q del trinomio:

* m=18
-p=-13
. q=...5

Paso 2. Busca dos mimeros que

| multiplicados den m - ¢ y sumados
| den p vy llamalos aa v b.

n-g=(=18)(5)==90
—18 + 5=—13 danp
a=-18 b=5

Paso 3. Reescribe el trinomio in-

| cluyendo a v b:

18y —18x +5x-§
Paso 4. Agrupa en dos binomios:
(18x* — 18x) + (5x - 5)
Paso 5. Saca el factor comin:

1Bx(x -1) + S(x-1)

| Paso 6. Vuelve a factorizar:
| Resultado:

|15 = Hiy - S= (i Ie=—1)

Paso |. Agrupa los términos del po-
linomio en dos pares de la manera |
que consideres mas conveniente.
Paso 2. Factoriza por factor comnin
de cada grupo vy escribelos en una
sola expresion.

Paso 3. Nuevamente factoriza por
factor comin v el resultado estara
dado por el producto de dos poli-
NOMmIos.

Factorizar 3x* — 6xy + 4x — 8y

Paso 1. Agrupa en dos:

(3x* —62)) + (dx - 8y)
Paso 2. Factoriza por factor comiin
de cada grupo:

3u(x - 2y) + 4(x - 2¥)

| Paso 3. Factoriza nuevamente por

factor comun la expresion obteni-
da.
Resulmado:
A Gxy 4 dx — 8y =
(v — 2y)(3x + 4)

Hay polinomios que dentro del conjunto de nimero reales no se pueden factorizar mas de lo que
aparece en su expresion y se llaman polinomios irreducibles (esta formulado en su minima expresion).
En la Figura 3.1 se muestra un arbol de decision para la factorizacion de polinomios que guia el proceso
de descomposicion de un polinomio en factores mas simples, siguiendo una serie de pasos organizados
jerarquicamente. En cada nivel del arbol, se plantea una pregunta clave, ;como determinar si el polinomio
tiene un factor comun, si es un trinomie cuadrado perfecto, si se puede factonzar mediante agrupacion
o si es una diferencia de cuadrados? A partir de cada respuesta, el arbol ramifica hacia el procedimiento
adecuado hasta alcanzar la factorizacion completa, siempre que se pueda factorizar.
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Actividad formativa 3.2

1.

Recomre el laberinto y llega al final. Ubica el inicio, donde encontraras la primera expresion
algebraica por factorizar. Realiza la factorizacion para avanzar al siguiente recuadro gris y
contintia con este proceso hasta llegar al final del laberinto. Elige y colorea la respuesta correcta
en cada paso para descubrir el camino correcto. Para realizar esta actividad, apovate en el arbol de

decisiones y en la tabla de modelos de factorizacion de polinomios.

 Inicio | ‘ ) (
T a*{a—1) [ 125x + 75 25(5x + 3) 4 1665 — 4852
ad-a | . V.
— —"‘M\\\ ‘\‘*.‘\ = 3 ,f/ ;,.-'
= \ & = P
-I \"_\k@" N P ,f-@% __,." I
- ..M, i e T
2 SN 1B & 5.
\ o -+
- . \\ :\ 7 , _F_,..-"-fr} r ~,
t ¥ —36 (x+6)(x—6) ] 25 - 16 ’{54—41’]{5—4;’] 8Lt — 64 J
3? N @:\.\ | _':,;f@ / 5
| + \..w,.p P j A -
& "J*’\\H ‘::‘r: L9/ )
\\\\ N |8 // / 4 r&
™ O & / o =
8a*+276* | (2a) -(3b) 125 — 53 _x3 a® — 64b
2 f‘. A% / 4 &
ks / T ,-/ / ¥
e - /, s $
i 42 4 B &/ |3
i /"J -"{ # R +
< /-*;gﬁ/ a /S &
— s — ;"F U} r.-’z :
| AP 3
: / 4 5 A |
el ’ y V' 'E
| P—6r+9 (x—3) §+Est+16!3133+23-4r+{4r}3 9a® — 12ab + 4b?
— - e e
o / r‘ﬂj i J_/"f_fj I:'J o
& M L 5 i &
en s i F}.f;:ﬁh / |
Aot / / =
8| S8 i ¥ -
g // e -q’ !_,.-f o
(x3+ +20 J{.\'+4} [:r+5]i a +13a + 40 J (x+5)(x+8) Fin
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El empleo del arbol de decisiones y la tabla de los modelos de factorizacion resultara valioso para la
factorizacion de polinomios, los cuales te seran de gran utilidad en los proximos semesires. Recuerda que
tienes al alcance recursos digitales para realizar comprobaciones siempre que sea necesario, por ejemplo,
Symbolab, https://es.symbolab.com/. También, puedes apoyarte en la inteligencia artificial, solicitandole
que te explique como factornizar la expresion algebraica que le proporciones.

Ejemplo formative 3.1

. Determina el factor comin y factoriza las siguientes expresiones.
a) 16x>—8xy+ 1292
b) 4a°h’ - 204 + 2a*bic — 6ab®
c) 2x+y)+4{x+y)

Resolucion

a) 16+7—8xy+ 122
Factor comun: MCD (16, 8, 12) =4 Factor comun x%, xyv, 37: no tiene.
Divisores del 16: 1, 2, 4, §, 16. Nota. También puedes determinar el
Divisores del 8: 1.2, 4, 8. Méximo Comin Divisor (MCD)
Divisores del 12: 1, 2, 3, 4, 6, 12. mediante la factorizacion de niimeros

primos.
16 8 122
T &3 v 3
16x% — By + 1242 = 4(4x* — 2x3 + 3)
b) 4a’h? - 20a*bc + 2a°b*c — 6abt
Factor comin; MCD (4, 20, 2,6)=2
Factor comun de a°F., a’b'e, a*b*c?, ab®: ab’
da'h  0aibic | 2w Gabt

-~ SEESS T T = 3 Ay a3 ak4
:m;}_- Tal? 2ab- 2ab- 2a"— 10a°be abre 3l

a7 = 20ab3c + 2atbc? — 6abb = 2abi{2a* - 10aibe + ab’c? - 3h)

=dvt = yy + -

c) 2x+y)+4(x+y)F

Factor comuin: 2(xv + v)
Ax+v)  dx+yP
: =14+ 2x+y
2x +v) 2 +v) 1 e+

2x+y)+4(x+yY =2Ax+v)[1 + 2x + )]

Actividad formativa 3.3

1. Factoriza las siguientes expresiones.

a) 3x—6x* 4 9 b) 7x%? — 242 + Sxhyt
c) a*+5a'h-a’l’ d) b+ B

e) 150x?-350 f) 7ab? -21a’h + 14ab’
g) 0.16n%5 + 041412 hy 6(a + by —3(a +b)

N 3 o ; is =

) 5 zw-5 2w N 0.2p¢ - = pg?

k) alr—s)+blr—=s)+clr—s)
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Ejemplo formativo 3.2

1. Factoriza las siguientes expresiones,

a) lGy2-235 b) x'—9x c) v -8l
d) p+2)-¢ e) @*—5 f) 62234
Resolucion

a) 16v2—25=(dx+5)(dx—5) =(4v—35)dx+3)
Raiz cuadrada: 16+ = 4x, v25 = 5. El orden de los factores puede ser cualquiera,
b) ¥*=-9%x=x(x1-9)=x(x+3)}x-3)
Factor comun: + Raiz cuadrada: Vx? =x, V9 =3
c) ¥-81=07+9)0" -9 =07 +9)y+3)¥-3)
Raiz cuadrada: Vi* =17, v81 = 9 Raizcuadrada: Vs* =y, vV9 =3
d) [P+2}3"4*=1P+3+_§'3]lp+3"‘¢fl=[ﬂ+ﬁ'3 +2)p-q +2)
Raiz cuadrada: Vip + 2) =p + 2, V¢' = ¢°
e) @ —5=a"- (1."5)3 =(a+ @){a—\g)

] o

Nota que; 5= 1 \; ]:.. ‘-l‘T—' =1, 'njl{ \I.Ej =3
£) 622347 = (62 + 34)(62 — 34) = (96)(28) = 2688
Nota que: V62 = 62, V34" =34

Actividad formativa 3.4 1

1. Factoriza las siguientes expresiones.

a) ¥— 16 b) x*—y? c) a’— 64

d) s+-100 e) pt—49 f) 9¢° - 36

g) 4p*-36r° h} 3x}—27x)? i) 12102 -t
3 ¥#=3 k) 1202 — 80° ) (2 +3)2 —4x

Ejemplo formativo 3.3

1. Realiza la factorizacion de las siguientes sumas v diferencias de cubos, segun sea cada caso.
a) x'+1 b) 27a - b¢ c) 8x* 4+ 6dy® d) 8la®-24
Resolucion
a) x¥*+1=
La raiz cuibica de x* es x; la raiz cibica de 1 es 1, y siguiendo el procedimiento en la tabla de
modelos de factorizacion, obtienes: ¥* + 1 = (x + 1){x*—x + 1).
b) 27a - bt =

La raiz ciibica de 274’ es 3a; la raiz cubica de b° es b?, y siguiendo el procedimiento en la tabla
de modelos de factorizacion, obtienes:

27a = b= (3a — b3 (9a* + 3ab* + B).
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c) 8Bx'+ 647 =
La raiz cubica de 8x7 es 2x; la raiz cibica de 641 es 4y°, y siguiendo el procedimiento en la
tabla de modelos de factorizacion, obtienes:
8x! + 6417 = (2x + 47)(dx? — By + 1619).
d) Un ejemplo con factor comin previo:
81a® — 24 = 3(27a’— 8) = 3(34% — 2)(9a* + 6a + 4).
Factor comun: 3, Despues factoriza la diferencia de cubos.

—

Actividad formativa 3.5 ]

1. Factoriza las siguientes expresiones.

2) Sx'—27)= b) 512+ 1= ¢) 12508 — 64 =
3
dy L ba= e) 24p’— 815 = f) (a+ b+ (a—by

Ejemplo formativo 3.4

1. Factoriza las siguientes expresiones.

3 R ped
a) ¥ +6x+9 b) s + 8st+ 1612 c) TT+TT1+HT
Resolucion
a) »¥»+6x+9=x-2:x:3+9=(x—-3)F
—6r
b) s248st+ 1612 =52+2 541+ 9=(s+4)>
8st
c]4+3+9-14+3+4-x4+_73 5 /=7 +3
. i ; xy xv
Primero factoriza por factor comin =3

Ejemplo formative 3.5

1. Analiza la factorizacion de los siguientes trinomios de la forma x* + px + gq.
a) x*+6x+8 by ¥+ 3x-10
Resolucion
a) ¥+ 6v+8
« Encuentra dos factores que den el primer término: x - x.
» Halla los divisores del tercer término. seleccionando aquellos cuya multiplicacion de
8 v su suma de 6, se obtienen (2)(4) y (-2)(—4) que en ambos casos da 8, sin embargo,
la opci6n que al sumarse da 6 es la primera, la factorizacion es: (x + 2)(x + 4).
b) x*+3x-10
» Encuentra dos factores que den el primer término: x - x.

* Halla los divisores del tercer término, seleccionando aquellos cuya multiplicacion de
—10y su suma de 3, se obtienen (2)(—5) y (-2 )(5) que en ambos casos da—10, la opcion
que al sumarse da 3 es la segunda, la factorizacion es: (x — 2)(x + 5).
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Ejemplo formativo 3.6

L.

a) 6xl+1lx+4
Resolucion

a) G+ 1lx+4

Factoriza los siguientes trinomios de la forma mx’ + px + q.

b) 8x2—22x +5

« Identifica los valoresm,pyqm=6,p=11yqg=4

»  Multiplica m v g: (6)(4)

—24

* Busca dos numeros que multiplicados den m - g = 24 y sumados den p = 11, los
numeros son 8y 3, yaque (8)(3)=24y8+3=11

+  Reescribe el trinomio sustituyendo el término del medio por 8x y 3x
6x* + 1lx+4=6x"+8x+3x+ 4
«  Agrupa los térmuinos por factor comuin: (6x° + 3x) + (8x + 4)

« Obtén el factor comtn: 3x(2x + 1) + 4(2x + 1)

« Factoriza por factor comin ya que ambos tienen el término (2x + 1)
3v(2x+ 1) +4(2x + 1)=(2x + 1 )(3x + 4)
La factorizacion de 6x° + llv+ 4 es (2y + 1 )(3x + 4)

b) 8’ -22¢v+5

« Identifica losvaloresm,pyqm=8,p=-2yq=35

«  Multiplica m y q: (8)(5)

=40

* Buscas dos nimeros que multiplicados den m - g = 40 y sumados den p = -22, los
numeros son -20 y -2, ya que

(-20)(2)=40y-20-2=-22

* Reescribe el trinomio sustituyendo el término del medio por —-20x y -2x

Bl —22v +5=8x"-20x—2x+ 5

*  Agrupa los términos por factor comun: (8x? — 20x) + (—2x + 5)

*  (Obtén el factor comin: 4x(2x — 5) — 1(2x — 5)

» Factoriza por factor comin ya que ambos tienen el término (2x — 5)
4v(2x—5)— 1{2x—5) = (dx - 1 }(2x - 5)
La factorizacion de 8xv? — 22x + 5 es (4x — 1)(2x - 3).

Actividad formativa 3.6

'

seleccionar el modelo apropiado.
a) ¥¥+4x+3
d) 8la’—18a+ 1
g) TT- 6x® + 8 1x10
j) 2y + 12xy + 18y
m) 9al+ 6a—3

b) x2— 10x + 25
e) x*+3v—4

h) x*—12x + 35
k) 6x* +7x—5

n) 52— 12x+4

¢) a’+ 13a+ 40
f) y-3y—-4
1) 534 1lx+2

Iy 4x* +6x—10
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Ejemplo formativo 3.7

1. Factoriza por agrupacion los siguientes polinomios.
a) Sxi—8x—dx+4 b) ¥ -3 —-4r-12 ¢) x*—3xi—4x—12

Resolucion

a) 8x*—8x —-dx+4
Agrupa (8x? — 8x?) —(dx —4)
Factoriza por factor comin cada binomio: 8x (x— 1) —4(x— 1)
Vuelve a factorizar por factor comun y en el segundo factor simplifica factorizando por factor
comuin: (x — 1)(8x* —4) = 4(2x? — 1)(x - 1)

b) x3-3x—-dx—12
Agrupa (¥ — 3x7) — (4x - 12)
Factoriza por factor comin cada binomio: x* (x —3) —4(x — 3)

Vuelve a factorizar por factor comun y encuentra en el resultado una diferencia de cuadrados
que factorizaste:

(x=3)x1—4)=(x-3INx+2)ix-2)
¢) at+2 +a*+a+1
Agrupa (@t +2a* +a’)+ (a+ 1)
Factoriza el trinomio por factor comin: @’ (@* + 2a + 1)+ (a + 1)
El trinomio resultante es cuadrado perfecto, por lo que:
a(a@+2a+ )+(a+D=a’(a+ 1V +(a+ )
Vuelve a factorizar por factor comin:
ala+ 1)V +(a+ ) =(a+ D[a*(a+ 1)+ 1]=(a+ I)a*+a*+ 1)

Actividad formativa 3.7 ]

1. Factoriza las siguientes expresiones.

a) a*+ab+ ax+ bx b) am —=bm + an - bn

c) ax?=3bxt+ a2 -3t d) 3x = 9ax’—x +3a

e) 6m—9n+ 2lnx— ldmx f) 4ax? - 12axy —x? + 3y

g) 3av—2by— 2bx - 6a + 3ay +4b h) a*=3a'hb + a’ + 3ab* - 2ab-b* + b*

& 30E EVALUACION FORMATIVA 3.1

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

1. Relaciona las columnas con la opcion correcta.
a) x*+6x+9=(x+3)
b) ¥»=5x+6=(x-3)x-2)
¢) ¥ +5x+3=(2x+3)(x+ 1)
d) 12x+3x=3x(dx+ 1)
e) ¥+ +d.+6=(x"+2)x+3)
fy ¥=-27=(x-3)x*+3x+9)
g) xX*-9=(x-3)x+3)

) Factor comun

) Diferencia de cuadrados

) Suma o diferencia de cubos

) Trinomio cuadrado perfecto

) Trinomio de la forma x* + px + g

) Trinomio de la forma mx* + px + ¢

) Agrupacion

— S g
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2. En cada uno de los casos siguientes, termina la factorizacion e identifica el modelo utilizado.

a) 37— 13x—-10=(__ x+2)x—__ )

b) ¥-25=(x __ )}x-9)

€) _ *-8Br+15=(x—_ Mx-__ )

d) ?+324+224+6=(x*+__ Y+(2x+__ )
=32(x+3)+2(x+3)
=+ ) +3)

e) 4+ _  x+25=(__ +5F

) 12¢%2+18x%y=6¢2_  (2ow+_ )

g) ¥+8=(x__ 2)(x¥-2x+_)

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 3.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje fu nivel de desempeiio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 3. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion,

En proceso ;
Desempeiio de logro Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el apren-
dizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de
decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacién de dudas
de mis compaiieros.

Identifiqué correctamente el método de factorizacion aplica-
ble a un polinomio dado. (M1-C1)

Expliqué la seleccién de un método de factorizacion en fun-
cion de la forma del polinomio. (MI-C3)

Empleé notacion algebraica precisa para representar y trans-
formar expresiones polinomicas factorizadas, (MI1-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compainero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 3 y que responda con hones-
tidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Desempeiio de logro

Bueno Sobresaliente
Propicié un clima de comunicacion favorable para el apren-
dizaje con mis comparnieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma razonada de
decisiones.

Contribuyo colaborativamente a la retroalimentacion de du-
das de sus compaiieros.

Identificd correctamente ¢l método de factorizacion aplica-
ble a un polinomio dado, (MI-Cl)

Explico la seleccion de un método de factorizacion en fun-
cion de la forma del polinomio. (M1-C3)

Empleo notacion algebraica precisa para representar y trans-
formar expresiones polinomicas factorizadas. (MI1-C4)

MNombre y firma de quien coevaliia
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Fracciones algebraicas

3x

2 rdx+9 2s T

—3 s+ 1T A=

ﬁ3+b: ﬂ"-b‘i:

X X+3 _ @ +ab+ b a — b

=V -1
5 =1 1
=3 i—-x2 2x+

Progresion de aprendizaje 4

Disefia un meétodo sistematico para simplificar y realizar operaciones con fracciones algebraicas, integrando

multiples operaciones.

Metas de aprendizaje

Sobresaliente

MI-C1 Ejecuta calculos v algoritmos para re- :
solver problemas matematicos. de las ciencias :

y de su entorno.

=3

MI-C2 Observa y obtiene informacion de una -
situacion o fenomeno para establecer estrate- |
gias o formas de visualizacion que ayuden a :

entenderlo.

MI-C3 Selecciona un modelo matemético por :
la pertinencia de sus varables y relaciones -
para explicar una situacion, fendmeno o re- -
solver un problema tanto tedrico como de su

contexto.

MI-C4 Describe situaciones o fendmenos em- :
pleando rigurosamente el lenguaje matemiti- -

co vy el lenguaje natural.

min

| EVALUACION DIAGNOSTICA 4.1

Selecciona la respuesta correcta.
1. ;Qué fraccion es equivalente a 2/3?
a) 372 b) 4/5

1

a) 6/9 b) 4/6
. Cudl es el resultado de sumar

I3
a) -

2
3
b}ﬁ

—_ 4+

c) 4/6

;Cuadl es la fraccion irreducible equivalente a 12/187

c) 2/3
1 )

—n
3T’

Tamas selectos de matematicas | | 47 |



4. (Cuil es el resultado de muliplica X3
a) 3—3 b} Tﬁ c) gL
5. ;Cual es el resultado de dividir 3/5 = 2/57
a) 5/6 b) 3/2 ) 1/1
6. (Cual es la factorizacion del trinomio x* — 7x 4+ 107
a) (x+2)x-35) b) (x—2)(x-5) ) (x+10)(x + 1)
7. ¢Cual es el resultado de simplificar i;—g;?
a) %-; b) &b’ c) ‘g:.“

Definician y simplificacion de fracciones algebraicas

DE los estudios de secundaria conoces las fracciones como el cociente entre dos nimeros en el que
al dividendo se le llama numerador y el divisor, que debe ser distinto de 0, recibe el nombre de
denominador.

Asi, las expresiones 2k % y % son fracciones numeéricas en las que 7, 21 y 3 son los numeradores y

8
8.5 v 4 los denominadores. Si consideras ahora expresiones como ;: ;;

que en este caso el denominador es una expresion algebraica, a este tipo de fracciones se les denomina
fracciones algebraicas.

también es una fraccion y dado

Al igual que en las fracciones numeéricas, en las fracciones algebraicas el denominador debe ser dis-
tinto de 0 (;por qué?). Por tanto, en el ejemplo anterior, 8x + 3 # 0, significa que x # —3/8. En los casos

en que solo el numerador sea una expresion algebraica. por ejemplo Ix=1 no estaris en presencia de

Tx—1 7 l 3

una fraccion algebraica, ya que de hecho &: — =5 ¥~ ©s simplemente una expresion algebraica po-

linomial (un polinomio con coeficientes fraccionarios).

A partir de lo anterior, se puede precisar una definicion para las fracciones algebraicas.

Definicion de fraccion algebraica

Sean 4 y B expresiones algebraicas con B # 0. Si en B hay al menos una variable con exponente
positivo, entonces el cociente entre 4 y B, % recibe el nombre de fraccion algebraica.

Son ejemplos de fracciones algebraicas:

2 4449 25 3xr
dy—1 x—3 S+t x2=y

siempre que la expresion algebraica que esta en el denominador sea diferente de 0, es decir, en los
casos anteriores, v # 1/5, x # 3, s # 1, y # x*. De aqui en adelante, supon siempre que los valores que hacen
que los denominadores sean ceros en las fracciones algebraicas estan excluidos de sus dominios, es decir,
del conjunto de ntumeros reales para los cuales estd definida la fraccion algebraica.

No son fracciones algebraicas.
a+ab+5 x*+4 35+2
5 X 32

Para poder sunplificar una fraccion algebraica que sea cociente de polinomios, se requiere:

. Factorizar tanto el numerador como el denominador y de ser necesario descomponer en factores.

| 48 Fracciones |'I"| BEOraICas



2. Cancelar factores comunes.

3. Considerar las restricciones de la(s) variable(s). vamos a
suponer que en todos los casos se cumple que los denomi-
nadores no son cero.

QR 4.1 Simpli-
ficar fracciones
algebraicas. Video
de profejulio.
Fuente: Parzibyte,
2025.

Para facilitar la comprension del siguiente ejemplo, escanea el
codigo QR 4.1 y revisa el video que explica paso a paso como
simplificar fracciones algebraicas.

Ejemplo formative 4.1

1. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas y establece las restricciones sobre las variables.

x3—5x? b) 2ai -2 ex—12
) T Tore3s e+ dab 2B ) —x%—9
m*+2m -3 n 4+ 8n—20 -4y 4+ 2
d) e —m ®) Zr—an—3 f) N3 -5 £ 5 -2y
Resolucion
¥-4 -5 : " ; ; ;
3) =555 = Tt Factoriza por factor comin y factoriza el trinomio
X (x—3 .
= x::'l:ﬁ‘.‘;'[r _]5} Expresa el denominador como producto de factores y cancela
432
=g parax+5,
b 2a4-204 2w -b) 2((a) - (%) _ 2Ad + )@= bY)
) 7 +dab+ 26 7 2at+2ab+ b)) T 2Ua+by — 2Ha+bla+b)
_ Aa*+b)a-b)a+b) (@ +b)a-b)
2(a + b)a+b) - a+b para a#-b.
¥yx-12 (x+4x—3) x+4 4
% T T pem © 5 RS
m+2m—3  (m4+3)m—1) m+3 2
d) mi=m  mm—=1t  m pamEOymEl,

w8 -20 (n+10)(n—2) n+10
) T G DD Tne AR RE=l2ynEd

) 232 —dys 2 B 22 —-2v+ 1) B 2{y—1) B 2(y—-1p
2V =5+32-2y (D +3)-QQv+3) ¥W2y+3)-2v+3)  (2v+3)02-1)
2(y = 1 )}(»—1) Av-1)

= 2y + 5)(v + (1) = (2v+5)y+ 1) paray#-52yy#+1.

Signos en una fraccion algebraica

En una fraccion algebraica se deben considerar los signos del numerador, del denominador y de la frac-
cion como un todo, ya que estos determinan el signo global de la expresion. Cambiar el signo del nume-
rador y del denominador simultineamente no modifica el signo de la fraccién, ya que el efecto de dos
signos negativos se anula entre si. Si el numerador y el denominador son polinomios, para cambiar el
signo del numerador o del denominador hay que cambiarle el signo a cada término del polinomio.

_ x=5 __ x-5 _—(5-¥) _—(5-%)_ 5-x
e S S G- 3or e 3) x93
16 — 4!

De igual forma, para simplificar la fraccion Y P L debes tener en cuenta el tema de los signos:
16 —4x? 4(4-x) 4[-(¥-4)] —<4*—-4) 4d(x+2)(x—2)

x—4x+4  (x-2¢  (x-22 @ (x=2P  (x-2)x-2)
_ A(x+2) _4x+2)
= 7 i-w . parax # 2.
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Antes de simplificar... jlee esto!

« Observa cuidadosamente los signos al simplificar.

« Recuerda que, al cambiar el signo, todo el polinomio es afectado, no solo el primer término.

« Cuando simplifiques, puedes extraer el signo negativo como factor comun para facilitar el ana-
lisis.

Actividad formativa 4.1 J

1. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.
6 —4x m =81 x*—8&x—20

a) dy' -9 b) n-—on+9 c) 100x — x?
9a’ — 6ab + b? o (x=a)c+2)+ blc+2) =20+ a-2

Q) —gz—p— ! crdc+d D —=m

Multiplicacion y division de fracciones algebraicas

Como sabes, las fracciones numeéricas se multiplican efectuando el producto de los numeradores, dividido
por el productoe de los denominadores, obteniendo asi una nueva fracciéon numerica. Siempre que sea
posible se deben simplificar, por ejemplo:

3 9 Fedy 1B 2 5 3_2-5-3_2

434832F59T 5:9:7 2

Para dividir dos fracciones numéricas, sabes que se multiplica el dividendo por el reciproco del divi-
R T l =14
sor. Por EjEﬂlplD TE5=% 5
Aﬂélngamente se procede en la multiplicacion y division de fracciones algebraicas. Si se multiplican
dos o mas fracciones algebraicas se obtiene una fraccion cuyo resultado es el producto de los numerado-
res, dividido por el producto de los denominadores de las fracciones dadas, es decir:

Multiplicacion de fracciones algebraicas

Sean las fracciones algebraicas :"B— ¥ % con B £ 0y D=0, entonces
4 .C_4-C
B D B-D

De igual manera a como se hace con la division de fracciones numéricas se procede en la division de
las fracciones algebraicas, es decir, se multiplica la fraccion dividendo por la fraccion que es reciproca
del divisor.

Division de fracciones algebraicas

Sean las fracciones alaebrmcas Y5 € con B # 0, C# 0y D # 0, entonces
4.6 4D
g D B¢

Con el objetivo de facilitar los cdlculos y dar los resultados como una fraccion simplificada, por lo
general, cuando se realiza una multiplicacion de fracciones algebraicas es mas conveniente factorizar
primero los numeradores y denominadores de las fracciones dadas y simplificar cada una de ellas, antes
de efectuar la multiplicacion.

Por otro lado, cuando aparecen multiplicaciones y divisiones combinadas de fracciones algebraicas,
estas se efectian en el orden en que se presentan a menos que se especifique otro orden.
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Antes de comenzar con el siguiente ejemplo, escanea los codigos QR 4.2 y QR 4.3 para ver una ex-
plicacion detallada sobre como se multiplican o se dividen las fracciones algebraicas.

QR 4.2. Multipli- | E
cacion de fraccio-

nes algebraicas,
Video del profe
Alex. "
Fuenre: Parzibyte,

2025. i | [=]

T E QR 4.3. Division
de fraceiones alge-
braicas. Video del
profe Alex,
Fuente: Parzibyte,
20285,

Ejemplo formativo 4.2

l. Realiza las siguientes multiplicaciones y divisiones.
x x+5 b) 15a’bc _ Sabe ¢ x4+ 3x -9
x—1 x-4 9 "3 ) ¥ &9 =13
53— 125 §2+ 55+ 25 = ldy + 49 — 0x?
= Tyl 3 2qs
d) 353 — 1557 ° D52 ) Gx=Tiy+3x-7) = =il =100
Resolucion

X X+5 ax +5) £ A 5
o) o P ) Multiplica las fracciones algebraicas

a)

x? + 5x X — —_—
. o T Efectiia las multiplicaciones indicadas

15a*bc ~ Sabc _ 15a%hc 3
9 T3 T 9 "Tlabe
= %ﬁ Multiplica las fracciones

45a°be . oo sy 3 :
= TSabhc Efectiia la multiplicacion y simplifica

Expresa la division como un producto

=@

x4+ 3x =9 Hr+3) (x=3)x+3) X ¥+3 xx+3)
) Fr&+0 S-15- G+3° S&x-3) %3 35 " @x:3p -
d) §3—125 = 5§24+ 58 +25  s*—125 1 gyl _ (s=5)(s + 55 + 25) . 052
5P — 155" - T 35155 s+55+25 7 35°(5 —5) 55+ 55+ 25
52+ 55 +25 052 (57 + 55 + 25)9s°
== 3¢ I S e %)
— 14y + 49 - 9 = 14y + 49 — 9x° 1
1:3.1‘—?_}{_1'+ x-=-T) = (420 — 18 + 6x%y) = Gx—7(y+3x—17) —d2c—18x + Gy
(v—T7)—9%" 1 (¥—7+3x0(y—-7—-3x) |
T Gx=Dy+3x-7  6x(—T-3x+))  Bx=Nv+3x-7)  6GA-T-3x+))
y=J=3x l p=i=3x 1
-7 | @7 -3x+¥) (Gx—e)—7-3x+y) 63 (3x—17)

x
5

e)

Actividad formativa 4.2

1. Realiza las siguientes multiplicaciones y divisiones.
a+1 b ax+x ab+b a:+ b at =
) 5 3E-3 b) J:2vr -4 ) e S g -
d) a’—3a y 3a’ + 3a &) 25 _ 52 —49 f) -4 - X'+ 2¢—8
a—2a—3 3a° s*+25—35 25—-14 x+9 " 2x+6
3om+nz—6m—-2n Om:—n? xI-5¢+ 6 6x . et =dx
g z—2)z+2—-4b) ~ 3m+ 1dmn-5n2 h) 3x—15 *-x-30  x-25
i) xt—3xy L xy i 8xd 48 xX+y 6x* —xv —1°
x —4dyy + 3 0 W —y) 3xt +dxy + 3¢ B TS T 2xy + "
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Adicién y sustraccion de fracciones algebraicas

La adicion y sustraccion de fracciones algebraicas se hace de forma muy sinular a la que ya conoces de
las fracciones numeéricas, analizando si hay denominadores comunes o cuando hay que buscar el minimo
comun multiplo (mem) para realizar la operacion correspondiente. Por ejemplo:

7

8

s o L S AP, et &L 2 30+8-27 11

3 4_1 3 1 1245 17 5,2 3_ 5 2 3 1
8§88 20 54 20 20 69 4 2.3 3 2 36 36

siendo en la ultima operacion 36 = 2- « 3° el mcm de los tres denominadores.

An

13
L

o2

alogamente, se presentan, para las fracciones algebraicas, tres situaciones:

Si dos o mas fracciones algebraicas tienen el mismo denominador la suma o diferencia es la
fraccion algebraica que tiene como numerador la suma o diferencia de los numeradores y como
denominador, el denominador comin a todas las fracciones, es decir, si

A Cny A . C AxC
E"‘BBTD‘EMGMESB:':B_ 3
Por ejemplo:
8x+3x-2 8 +2x-5 84+ x-2-(Bx+%x-5) x+3 1
v+ 6 2x+6 2x+ 6 T 2x4+3) 2

Si dos o mas fracciones algebraicas tienen denominadores que no tienen ningun factor comn,
entonces la suma o diferencia es la fraccion algebraica que tiene como numerador la suma
algebraica del producto de cada numerador por los denominadores de las demas fracciones y como
denominador el producto de los denominadores de las fracciones. En el caso de tres fracciones, si

A C E i A C E ADF+CBF+EBD
B - DEF B, D, F #0, sin factores comunes,entoces BEpEF= BDF
Por ejemplo,
X  x-1 xx4+3)—x-Dx+]l) 2*43x-x*+1 3x+1
x+1 x+3 (x + D(x + 3) x4+ Dx+3) (x+D(x+3)
O bien
2 P S -1 _ 2(x+2)(x-2)+2x-2)-x-Dax+2)
x x+2 x-2 x(x +2)(x-2)
A -+ -2 —x(x +x-2)
} e~ 4)
I e T o S A Gl S o A
B x(xt-4)
3+ 2x-—8
o ox(xr—4)

De modo general cuando se trata de adicionar o sustraer fracciones algebraicas que no tienen
denominador comiin, pero tienen factores comunes, se procede analogamente como en las
fracciones numéricas, es decir se busca el minimo comin multiplo (mem) de los denominadores,
que es denominado minimo comun denominador y que se compone del producto de todos los
factores comunes y no comunes con su mayor exponente.

Si, por ejemplo, quieres restar las dos fracciones, 2 .;‘T_ 5 Y 2 '2 , debes buscar si existen

i X+
factores comunes entre los dos denominadores.

Como x + 2y — 15 =(x —3)x + 5). el minimo comun denominador entre los dos denominadores
es (x — 3)(x + 5), por tanto, este serd el denominador comun en la resta de estas dos fracciones.

x _x-3 X _x=3 _ x=[x=3F
X24+2x-15 x+5 (@E+F-3) x+5 (+5(x-3)
X=x1+6x-9 -x?+Tx-9

(x+5)x-3) (x+ 5)(x—3)
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Para adicionar o sustraer fracciones algebraicas:

» Simplifica las fracciones donde sea posible.

« Determina el minimo comun denominador de las fracciones resultantes, como el denominador
comun en la operacion a realizar.

» Divide el denominador comin entre el denominador de cada fraccién y multiplica el resultado
por el numerador correspondiente.

* Realiza la suma algebraica de los numeradores.

» Factoriza el resultado del numerador. siempre que sea posible, para simplificar la fraccion re-
sultante.

Consulta el codigo QR 4.4 antes de iniciar el siguiente ejem-
plo; en €l se explica con detalle como sumar y restar fracciones
algebraicas,

Ejemplo formativo 4.3

QR 4.4. Suma y
resta de fracciones
algebraicas. Video
del profe Alex.
Fuente: Parzibyte,
2025,

1. Realiza las siguientes operaciones de fracciones algebraicas.

. xr+3 X+ 5 b i l . ox+9 2
) X—x—-6 x:2x—15 }n3-2ﬂ+l+ﬂ'—1 ) 8+ 27 44X —-6x+9
d) 5 Ir—1 | &) - 16 2x? 2
-3 T I a0 TP—8% M+w—-3 w1
Resolucion
2) x+3 x+5 _ x+3 - x+5 . r+3 B |
—x—6 x+2x—-15 (x+2)(x—-3) (x+5({(x-3) (x+2(x-3) x-3
_:r+3-[:r+2]__ 1
Tx+2)x=-3)  x+2)(x-3)
fl | a 1 a+(a=1) -1
O P e i i b b e s ey R T
& Gy + 9 2 3 6x + 9 2 6+ 9-22x+3)
By + 27 4rxi-6x+9  (Zxr+3)dx-6x+9) drr-6r+9  (Zx+3)dxi-6Gr+9)
M +3)-2A2r+3) 2x + 3 B 1
T 2x+3)4¥I—-6x+9)  (2x+3)NdxT-6r+9)  dxI-6x+9
5 Ix—1 1 3 3x—1 l 5 3r—1 1

d) = *+*1T-7 =3

(B8

T3-D T Se=1) 2x+ D 3-D @-Dix+D) 26+D)
_ 5-2x+41)—3-2-(3x—-1)-3(x-1) 104 10-18x+6—-3x+3

Blx—1Mx+1) - Glx — Lix + 1)
_ =Hx+19
T 6lx-Dix+1)
o xI—16 . 2x? 2 (x—4)x+4) 2x2 2
) =8 Ei -4 w-1- -4 (+Hx-1) G+1E-1)
“x+4 2xs .
Ty (x+dx—1D xxDx-1)
(x+4)2y 2 X 2

T x+div—1) @D -1) x-1 @+Dx-1D

- My+1)-2 - ¥rex-=-2 _{I-:—Z]{.‘i.’-l}_ X+2
Tx-Dlix+D  x=-Dix+1D)  x-Dix+1D " x+1

Temas selectos de matematicas | 53



T x+3)Nx-3)

2 @-5a+6

aib - al?

Actividad formativa 4.3
1. Realiza las siguientes operaciones de fracciones algebraicas.
g 2 2a-21 b 52
L T ) 555
x+1  x-1 X &% =1
) 3T ~xal sl d =9
-2 x+4 a—2
) —& — D= ta=
4y + 2 3v 1
g) i ed | -9 b) Z=—mt 75~
i 17+ 4 5+ 24 3 8+ 14
Y g6 1+4 LS g TV S I
k) T—4y2 , X=2y -4y
THdo+d T P+ 2Ax-2)

En el video vinculado al cédigo QR 4.5 podrds conocer qué
son las fracciones algebraicas, asi como los procedimientos para
simplificarlas, sumarlas, restarlas, multiplicarlas y dividirlas."

QR 4.5, Fracciones
algebraicas, Video
de Math mobile.
Fuente: Parzibyte,
2025,

@30B EVALUACION FORMATIVA 4.1

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

1. Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas.
=9  hk-9F -3k
L ) M T A

Lol ¥oxy-6F -+ )P

) w3 3v+2y  x-2u-37 | 2+ 2wy
273y Xl -3r x-Oe
) T iR T wide
d 2x v 2x—y
) -2 —31¥ 3+ dxy 4+ st = Sxy— 32
3x i) 2Xx+ ¥
&) Hr -2 T M -di? | - sav+ At

,
x+3E " &

. . . 6
2. Simplifica la expresion T

54 Fractiones algebraicas

g v+ 3P(4x —3).
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Autoevaluacion y coevaluacion 4.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupa: Turna:

Autoevaluacion para el aprendizaje
Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje m nivel de desempeiio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 4. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.
En proceso . :
Desempeiio de logro Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion faverable para el aprendizaje

con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a [a refroalimentacion de dudas de mis
compaieros.

Realicé operaciones con fracciones algebraicas. {M.l-t‘ 1)

Identifiqué el tipo de factorizacion de expresiones algebraicas en
una fraceion algebraica. (MI-C2)

Usé los tipos de factorizacion para simplificar expresiones algebrai-
cas. (MI1-C3)

Utilicé el lenguaje matematico de forma rigurosa y precisa para des-
cribir gl procedimiento de las operaciones con fracciones algebrai-
cas. (M1-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcidn que mejor describa tu des-
empefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 4 y que responda con honestidad
la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion,

Desempeiio E;Pf':;_a:ﬂ Bueno Sobresaliente
Propicié un clinia de comunicacion favorable para el aprendizaje
con mis compafieros.

Participd activamente con ideas para la toma razonada de decisio-
nes.

Contribuyd colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de
5Us compalieros.

Realizo operaciones con fracciones algebraicas. (M1-Cl)
Identifico el tipo de factorizacion de expresiones algebraicas en una
fraccion algebraica. (MI-C2)

Uzo los tipos de factorizacion para simplificar expresiones algebrai-
cas. (MI-C3)

Utilizo el lenguaje matematico de forma rigurosa ¥ precisa para
describir el procedimiento de las operaciones con fracciones alge-
braicas. (MI-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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Inecuaciones lineales
de una variable

b n'. (i B ﬂ-‘ L - =
[i A +

Progresion de aprendizaje 5

Compara diferentes métodos de resolucion de inecuaciones lineales, incluyendo aquellas con valor absoluto, ¥
crea un modelo grafico para representar el conjunto solucion de sistemas de inecuaciones lineales, en la solucion
de problemas.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

-

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al
aplicar procedimientos algoritmicos propios |~ LT
del pensariiento tateriation an 18 pesale o b i A e i B e e s it
de problematicas tedricas v de su contexto. | H

M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- | A

maciones acerca de situaciones, fendmenos o | ¢

problemas propios de la matematica, de las i e — :
ciencias o de su contexto. i H : ; :
M2-C3 Construye un modelo matematico. = A

..............................................................................................................

identificando las variables de interes, con la @ ~ : :

finalidad de explicar una situacion o fend- (oo e
meno Y/o resolver un problema tanto teérico | ¢y | ’ i

como de su entorno. ; i

M3-C4 Organiza los procedimientos emplea- = A

dos en la solucion de un problema a través de =~ : : :
argumentos formales para someterlo a debate ;-
o evaluacion. 1 i ’

o

| EVALUACION DIAGNOSTICA 5.1

Selecciona la respuesta correcta,
1. Dada la ecuacion 5x — 3 =7, ;cudl es el valor de x?
a) -2 b) 1 g2

;Cuadles son las soluciones de la ecuacion x* — 5y + 6 =07

[

a) x=1,x=4 b) x=2,x=3 c) x=-6,x=1

3. (Cual de los siguientes intervalos es cerrado?

a) (3,7 b) [3,7] c) [3.7)
4, (Cudl de los siguientes intervalos describe el conjunto de nimeros reales x tales que —2 <x < 37
a) [-2,3] b) (-2, 3) &) [=2:3)
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Inecuaciones lineales de una variable

[ ln caso particular de las des-
igualdades, son aquellas en

| 3 v—=— ;Sabias qué?

as que aparecen variables y se

denominan inecuaciones. Una L%E’i La definicion etimologica de “inecuacion™ proviene
inecuacion lineal de una varia- z del latin, donde “in-" significa “no” o “sin” y “‘aequa-
ble es una desigualdad algebraica tio” se refiere a “igualacion™ o “reparticiéon”. Por lo
en la que aparece una sola varia- tanto, una inecuacion se entiende como una desigual-
ble con exponente uno. Se puede dad o una no-igualdad algebraica.

expresar en una de las siguientes

formas:

ax+b<0, ax+b<0. ax+b>0 o ax+b=0

Son ejemplos de inecuaciones: 2y +1<9,2 -35>0,5x > 3,

Resolver una inecunacion es encontrar todos los valores de la vanable que hacen que se cumpla la
desigualdad v se les llama soluciones de |a inecuacion.

La mnecuacion lineal x + 1 = 6 tiene como solucion cualquier nimero real menor o igual a 5, es decir
(—oo, 5]. En efecto, si sustituimos x por 5, se obtiene la desigualdad vilida 6 = 6. Cualquier otro nimero
real x < 5, por ejemplo, parax =4, x + 1 =4 + 1 = 5 < 6, luego, también es solucion de la inecuacion. Para
x > 5 no se cumple la desigualdad, por ejemplo, parax=6,x+1=6+1=7 > 6. Todos los niumeros reales
que sean soluciones de una desigualdad forman su conjunto solucion, en este caso. el intervalo (—w, 5].

S1 dos desigualdades tienen el mismo conjunto solucién, se QR 5.1 Propie-
consideran equivalentes. Al igual que en las ecuaciones. resolver dades de las des-
una inecuacion consiste en aplicar transformaciones equivalentes, B oeh
utilizando las propiedades de las desigualdades, hasta obtener una Academy.

Fuente: Parzibyte,
2025.

inecuacion con la variable despejada, como puedes repasar en el
video del codigo QR 5.1.

Ejemplo formativo 5.1

1. Resuelve las siguientes inecuaciones lineales.
a) 8r+11<3x-9 h]l-—%f?
Resolucion

a) 8&x+11<3x-9
8vx—3x<—-9-11 (resta3x+ !l en ambos miembros, para trasponer ténninos)
Sx <-20 (realiza las operaciones indicadas)
x<-20/5  (divide entre 5, por la propiedad de division por una constante se mantiene
el sentido de la desigualdad, al ser 5> 0)

x<—
E!l conjunto solucion es, por tanto, el formado por todos los mimeros reales estrictamente
menores que —4, es decir el intervalo abierto (—wo, —4). Grificamente se representa por:

Poallln | ] | ] 1

i
Y

b

4 -2 0
b) 1- % <7
_ _3}‘. <6 (resta 1 en ambos miembros)
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' (para despejar x, multiplica en ambos miembros por —4/3. Dado que|

x= [— %) 6  —4/3 <0, por la propiedad de division por una constante, cambia eli

'sentido de la desigualdad).
x>-8
El conjunto solucion es, por tanto, el formado por mdc-s los nimeros reales pertenecientes al
intervalo [-8, +o0). En forma grafica: ¢ e e
—E 0

Como habras podido observar en el ultimo ejemplo. cuando la variable aparece multiplicada o di-
vidida por un nimero negativo, al pasar este niumero al otro miembro de la desigualdad, dividiendo o
multiplicando para despejar la variable, se invierte el sentido de la desigualdad. Ello es valido cualquiera
sea la desigualdad que se considere en la inecuacion (<, >, <, =).

Comprobar el resultado obtenido al resolver una inecuacion no es tan sencillo como en el caso de las
ecuaciones ya que, por lo general, hay infinitos valores hallados para la variable que habria que sustituir
en la inecuacion original. Sin embargo, se pueden seleccionar algunos valores particulares, representati-
vos para la variable, que permitan apreciar la validez del conjunto solucion enconfrado.

En el Ejemplo formativo 5.1 a, si seleccionas x = -5 como elemento del conjunto solucion encontrado
y sustituyes en la inecuacion original, obtienes 8(-5) + 1l = -29 < 3(-5) — 9 = -24. Si por el contrario
seleccionas x = 1, que no pertenece al conjunto solucion, no se cumple la desigualdad de la inecuacion
original.

En el Ejemplo formativo 5.1 b, si seleccionas x = -1 € [-8, +o0), se obtiene en la inecuacion original
la desigualdad valida 7/4 < 7. Si, por el contrario, se sustituye por x = -10, que no esta en el conjunto
solucion, se obtiene 34/4 = 8.5 que no es menor que 7.

Ejemplo formative 5.2
3x 9

X
. Resuelve la inecuacion lineal - T+t 23 " To-

Resolucion

Como hay denominadores, para cancelarlos calcula el mem (5, 2, 4, 10) = 20.

3+:r}3x g9

5 204 10
12 +10x > 15x— 18 (multiplica por el mem en ambos miembros)
10x—15x=>—-1B—12 (traspon términos para despejar la variable)
—5x>-30 (reduce términos semejantes)
x< _35“ (al dividir entre —5 cambia el sentido de la desigualdad)
xX<6

El conjunto solucion es (oo, 6]. Haz la representacion grafica.

: | 3.6 _3 - I8 36) 9 18 9 90 I8 72 18

=ty = T s AV T % 1020 20 20 5
, _ . 3.5 6 25 3l

PHIB.T{Iﬁ,p{}[EjE[I]]]ID.Jas*SEllEﬂEhﬂ.?—k—z-.— VRS (RS 1] =31¥

35) 9 75 18 57
- 10~ 20 20 ~ 20
Como 3.1 > 2.85 comprobamos que para x = 5 se cumple la desigualdad =.

Para x > 6, por ejemplo, x = lﬂ.hﬂ:%q—g:% +5= 2;" v

MD: =285

F

3(10) 9 15 9 75 9 66 33

ME=3 =10~ -1~ I en= s
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Como 28/5 < 33/5, para x = 10 no se cumple la desigualdad = de la inecuacion original.

Insistimos en que lo realizado anteriormente mo es una comprobacion rigurosa del resultado
alcanzado, solo permite apreciar la validez del conjunto solucion encontrado.

Actividad formativa 5.1 J

I. Resuelve las siguientes inecuaciones lineales.

a) v=6-y b)x—6=18-Tx C)6s+3<25+5
d) S(x—4)+6<5—x e) 0.4y +0.1>2.1-0.1x f) 5(2 = 3x) > 3(2 - 3x)
g) x+§:-—%—1 h) -":3—23-";1 nx+%-: 5"'3"2 +1

Inecuaciones lineales dobles de una variable

En ocasiones, cuando tenemos dos inecuaciones que fienen una misma expresion con la variable en
ambos miembros, es conveniente escribirlas como una inecuacion doble o simultinea, como és el caso
de—15 < 2x + 5y 2x + 5 < 19, que podemos escribirla como —15 < 2x + 5 < 19 y resolver de una vez las
dos inecuaciones.

En la inecuacion doble —15 = 2x + 5 <19 podemos restar en los tres miembros 5 y se obtiene
—15-5=2%+5-5<19-5
20=2x<14
A continuacion, se divide entre 2 en los tres miembros
-10<x<7

El conjunto selucion esta dado por el intervalo [-10, 7) cuya representacion grafica es
[ £ 4 AL LLN 5

5T T T

F.d
bl

Six =0, que pertenece al intervalo [-10, 7), se cumple la desigualdad doble —15 <5 < 19.

Pero si, por ejemplo. x = § 0 x =~12, que no pertenecen al intervalo [-10, 7), no se cumple la desigual-
dad doble:

Para x = 8, <15 = 2(8) + 5 = 21, pero 21 no es menor que 19.

En el caso x =12, 15 no es menor o igual que 2(-12) + 5 = —19, aunque si se cumple en la otra parte
de la desigualdad que 2(-12) + 5 =-19< 19.

No siempre se pueden resolver simultaneamente las dos desigualdades en una inecuacion doble. En
ese caso, se resuelven por separado y hay que determinar de las soluciones encontradas por separado, las
que satisfacen la inecuacion doble (ser solucion a la vez de las dos desigualdades).

Ejemplo formativo 5.3

1. Resuelve las siguientes inecuaciones dobles.
a) Ix+16>3x+12>5x+3 by x+5<4x—-1<5x—1
Resolucion

a) Tx+16>3x+12>5x+3

Para determinar el conjunto solucion de la inecuaciéon doble, primero resuelve por separado
cada una de ellas aplicando las propiedades conocidas.
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Tx+16=3x+ 12 Ix+12>5x+3

Tx—3x>12-16 ;: Ix—5x23-12
4> -4 ;: 2¢>-9
—4 { 9
x> —4— ::: X "_: j
x>-1 ‘: v < b
|I — 2
Lu_ego‘ el conjunto solucion es (—1, +x0), :: Luego, el conjunto solucion es (+0,9/2],
graﬁca:mmf : \ graficamente
. M . T T, L WL ¥ - 2 .! L O O 1 %
57 T 7 7 B | _.

- 0 ) 0 0,2

El conjunto solucion de la inecuacion doble se forma con los mumeros reales que estin en
los dos conjuntos solucion a la vez, es decir en su interseccion, por tanto, los nimeros reales
estrictamente mayores que —! y menores o igual que 9/2, es decir el intervalo semiabierto
(-1, 9/2]. Graficamente

L

i

b) *»+5<4x-1<5x—1
T+5<4x-1 separa la inecuacion doble en dos dr-1<5x-1
x—4x<-5-1 traspon términos para despejar x -Sxr+4x <-1+1
-3x=<-6 reduce ténminos semejantes -=x =0
=2 divide por una constante negativa x>0
Conjunto solucion: Conjunto selucion:

[2, +0) [0, +o0)

b s

P Il i
- I 1

D 1

4

k4
L

Por tanto, el conjunto solucion de la inecuacion doble es la interseccion de los dos conjuntos
[0, +0) v [2, +o0), es decir [2, +o0). Graficamente se representa por la zona doblemente rayada en

Actividad formativa 5.2

1. Resuelve las siguientes inecuaciones dobles.
T-x

a) 4<3r+5<8 b) 3>2v—8>-9 &) 1< <3
dy 5>2-% >3 €) 2x+3<4x+1<2%x+9 f)Ix+2>2—4¥>S¢—3
g) x-2<10x+8<2x-8 h]ﬂ{E-—?E—é-

) 22 ezas ) P-2r<r -3 <(r—3)r-2)

Inecuaciones lineales de una variable con valor absoluto

Una inecuacion lineal con valor absoluto es aquella inecuacion que incluye. al menos, una expresion con
valor absoluto o modulo que contiene a la variable, Para resolverlas, por tanto, hay que trabajar con estos
dos conceptos y la forma de proceder con ambos.
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Son ejemplos de inecuaciones lineales con valor absoluto las siguientes:

Como conoces, por definicion de valor absoluto v = {

2x—3|<5 pk-1l>2x ¥y [2x-1|=3-x.
x51x=0

—x,six<0

Por tanto, para k > 0, se cumplen las siguientes reglas:

R;: sl |¥| < k entonces x < ko —x < k, es decir x > -k (dividiendo por —1). De ahi, -k <x <k

R,: si [x| = kentonces ¥ = k 0 —x = k, es decir x < — (dividiendo por —1). De ahi, x<=-kox = k.

Lo anterior es valido también si se sustituye < por < (respectivamente > por >) y estas reglas se utili-
zan en la solucion de inecuaciones que contienen valor absoluto.

Considera, por ejemplo, resolver la inecuacion |2x — 3| < 5. De acuerdo con lo anterior, por la regla R,
la expresion que esta dentro de los simbolos del valor absoluto cumple —5 < 2y — 3 < 5 y tienes, por tanto,
una inecuacion doble que se resuelve aplicando las propiedades conocidas, hasta despejar x.

S5<2x—-3<5
—S4+3<Iy<c543
—2<2y<3§

-l <x<4

El conjunto selucion de la inecuacion [2x — 3| < 5 es el intervalo (-1, 4).

Ejemplo formativo 5.4

1. Resuelve las siguientes inecuaciones con valor absoluto.

a) [2x—3|=5 b)2x—1|<3-x
Resolucion
a) [2v-3|=5
Considera la inecuacion [2x — 3| = 5. En este caso, la expresion dentro del valor absoluto es,
por R, talque 2xr-3>502x-3 =-5.
Resuelve cada inecuacion obtenida:
2x—3>5 2x—-3<-5
2x=5+3 xy<=-5+3
x>8 Iy -2
x=4 r<-1
Conjunto solucion [4, +oc) Conjunto solucion (—oo, —1]
Por tanto. el conjunto solucion de la inecuacion [2v — 3| = 5 esta dado por los niimeros reales
menores o iguales que —1 o por los nimeros reales mayores o iguales que 4, es decir la union
de ambos conjuntos solucion: (-0, —=1] U [4, +0) que graficamente lo puedes representar de la
siguiente forma.
¢ S s -
-1 0 4
b) 2x—1|=3-x

Resuelve la inecuacion |2v — 1| = 3 —x. La expresion dentro de los simbolos del valor absoluto,
segiun R, cumple la inecuacion doble

3 —-x)=2x-1<3-x
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Ahora resuelve cada inecuacion, trasponiendo terminos hasta despejar la variable.

3 -x)<2x-1 x-1<3-x
3 +x<2x-1 Zxv+x<3+1
x—2y<-1+3 ix<4
<2 *r=4/3
x=-2
Conjunto solucion: [-2. +x) Conjunto solucion: (—oo, 4/3]

La inecuacién dada [2x — 1| < 3 — x tiene como conjunto solucion la interseccion de ambos
conjuntos solucion, es decir [-2, 4/3]. Griaficamente lo puedes representar de la siguiente
forma

T

0 3

T
.

|
bt

e
b

Actividad formativa 5.3

1. Resuelve las signientes inecuaciones con valor absoluto.

a) |x|<1/2 b) x|>1/2 c) x—1/=<3 d) x-1|=23

1.1 -5 .
e) x+¢‘>3 f) [2x+5|>7 g) [3x-7|<5 h]' . |f:F-.
i) jx—1]>2¢ i) k=5<x-1

Aplicaciones de las inecuaciones lineales

Las inecuaciones tienen multiples aplicaciones tanto en las ciencias, como en situaciones practicas de la
vida real, que dan origen a problemas que se pueden modelar mediante inecuaciones.

Tal es el caso de problemas que se refieren a enmarcar en un determinado rango de valores las solu-
ciones admisibles, cuando la situacion se describe a través de expresiones como determinar “al menos”,
“a lo sumo”, “mas que”, “no menos que”, “valor maximo o minimo™, por citar algunas.

Toda medicion (por ejemplo, de longitudes o de tiempo, entre muchas), es una comparacion de lo que
se quiere medir con respecto a un elemento escogido como unidad, por lo que son aproximaciones que
dependen de la precision de los instrumentos empleados o de la habilidad de quien los opera y en muchas
ocasiones se expresan a fravés de desigualdades.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de situaciones que se pueden modelar y resolver utili-
zando las inecuaciones estudiadas.

Ejemplo formativo 5.5

1. El perimetro de un terreno rectangular es menor o igual que 44 metros. Si su ancho es dos metros
menor que su largo, encontrar los maximos valores posibles del largo y el ancho del rectangulo.

Resolucion

Como no hay ningiin dato sobre el largo del rectangulo, considerémoslo como la variable a
determinar.

Largo: /
Ancho: /- 2.

Perimetro del rectangulo: 2(/ + /- 2)
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Portanto, 2(/ +/—-2) < 44
4/-4<=44
4/<48
<12
Siel largo /< 12, entonces el ancho, /-2=12-2=10.

Respuesta. La medida del largo debe ser menor o igual que 12 y la del ancho debe ser menor o
igual que 10,

Ejemplo formative 5.6

|. En un experimento quimico, la solucion de acido clorhidrico debe mantenerse de forma que su
temperatura, en grados Celsius, no sea menor que 28 °C, ni mayor de 37 °C. ;Cudl serd la variacion
de la temperatura en grados Fahrenheit, conociendo que °C = (5/9)(°F - 32)?

Resolucion
La temperatura en grados Fahrenheit es desconocida: x
Los valores en grados Celsius estan entre 28 °C y 37 °C.
Por tanto, 28 < (5/9)(x = 32) < 37.
Entonces, para solucionar el problema, hay que resolver la inecuacion anterior, despejando x.
28 = (5/9)x—-32) <37
(9/5)(28) =x—32 < (9/5)(37)
504<=x-32<66.6
504 +32<x<66.6+32
824<x<98.6

Respuesta. La variacion de la temperatura en grados Fahrenheit estara entre 82.4 °F y 98.6 °F.

Ejemplo formativo 5.7

I. Un bebe a los tres meses de nacido pesa como promedio unas 13 libras y un bebé se considera
sano, en cuanto al peso, si pesa 2.5 Ib mas o menos que el peso promedio. Determina el rango de
peso en que un bebe de tres meses es considerado sano.

Resolucion
La variable a determinar es el peso del bebé para considerarlo sano.
Peso del bebe: x.

Como x puede estar por encima o por debajo del peso promedio en un valor no mayor que 2.5 1b,
ello significa que el valor absoluto de la diferencia entre x v 13 tiene que ser menor o igual que 2.5,
es decir

jk—13] <25

=25=<x-13525
13-25=x<13+25
10.5<x<135.5

Por tanto, el rango del peso para que el bebé sea considerado sano esta entre 10.5 y 15.5 lb.
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Actividad formativa 5.4 ]

1. Para aprobar un curso, un estudiante necesita un promedio minimo de 80 puntos. Si en los tres
primeros exdmenes obtuve 72, 80 y 91 puntos, ;qué calificacion debe obtener como minime en el
cuarfo y ultimo examen para aprobar el curso?

Ih.l

Un fabricante de lamparas realiza gastos fijos mensuales por §12,000 que incluyen salarios, costos
de operacion de la planta y renfa de la sala de exhibicion. Si cada lampara se vende en $85 y el
material que se usa en su produccion cuesta $30, ; cuantas lamparas debe hacer y vender cada mes
para obtener una ganancia minima de $4,500 por mes?

3. ;Que muneros satisfacen la siguiente condicion: seis mas el triplo de un numero es menor o igual
a dicho nimero?

4. ;Que numeros satisfacen la siguiente condicion: siete menos la quinta parte de un nimero es
mayor o igual que dicho nimero?

5. Si la temperatura en el artico en un periodo de 24 horas varia entre —49 °F y 14 °F, ; cuanto varia
en grados Celsius, sabiendo que °F = (9/5) °C + 327

6. Una persona sabe que su peso ideal, de acuerdo con su estatura, debe estar entre 60 kg v 65 kg.
Ella calcula que, si pesara 45 kg menos que el doble de su peso actual, estaria dentro de ese rango
saludable. ;Entre que limites esta su peso?

7. Un estudiante recibié calificaciones de 86, 75 y 80 puntos en tres pruebas. ;Cual debera ser su
calificacion en la siguiente prueba para que su promedio en las cuatro pruebas sea como minimo
827

8. Maria va a comprar tres vestidos y dos blusas y para ello dispone de un presupuesto de $900.
Todos los vestidos tienen igual precio, al igual que las blusas, pero el precio de los vestidos es el
doble que el de una blusa. ;Cuanto es lo maximo que puede pagar por cada vestido y por cada
blusa para mantenerse dentro del presupuesto?

9. Las estaturas de las dos terceras partes de los habitantes de un poblado, medidas en pulgadas,
satisfacen la desigualdad ‘%‘ < 1. ;En que intervalo se encuentran dichas estaturas?

10, Una compaiiia fabrica un producto cuyo precio unitario de venta es de 5200 y el costo unitario
por producirlo es de $150. Si los costos fijos de la fibrica son de $600,000, determina el mimero
de unidades del producto que deben ser vendidas como minimo para que la compaiiia tenga
utilidades.

11. Un padre decide ir junto con sus hijos a un concierto y para ello dispone de $1.500. Si comprara
entradas de 5300 le falta dinero, pero si compra entradas de $220 le sobra. ;Cuantos hijos tiene?

&S0E EVALUACION FORMATIVA 5.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. Resuelve las siguientes inecuaciones.
a) Ax+3)-10<6(x—2)
by, E o gag e
c) -3<T7-2x<7
d) [6-x/=zx-3

Un camion puede transportar hasta 1,000 kg de carga. Si ya lleva una carga que pesa 200 kg,
(cuantas cajas puede llevar adicionalmente si cada una pesa 30 kg?

(RS ]
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3. Enuna granja se tiene cierto numero de pollos. Se duplico la cantidad de ellos y se vendieron 27,
quedando menos de 54. Posteriormenie, se triplico el nmimero de pollos que habia al inicio y se
vendieron 78, quedando mas de 39. ; Cuantos pollos habia micialmente?

4. En un supermercado, las naranjas etiquetadas como “medianas” deben pesar alrededor de 120
gramos, con una tolerancia maxima de 10 gramos (por encima o por debajo).

a) Escribe la inecuacion usando la variable w (en gramos) que represente esta condicion de peso.
b) Calcula el intervalo de pesos que cumple con la clasificacion de “medianas”.

------------------------------------------------------------------------------------------ AEmmEEEsIEESsE e R R R
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Autoevaluacion y coevaluacion 5.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 5. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

: En proceso -
Desempeiio 8= Lt Bueno -Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacién favorable para el aprendizaje
con mis compaieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
compaieros.

Resolvi problematicas tedricas y contexiuales relacionadas con
inecnaciones lineales. (M2-C1)

Utilicé ejemplos concretos para justificar mi poshura a favor o en
contra de afirmaciones relacionadas con las inecuaciones lineales.
(M4-C2)

Tdentifiqué correctamente las variables clave enun problema mode-
lando la situacion. (M2-C3)

Defendi el proceso de resolucion de una inecuacion lineal con ar-
gumentos solidos y adaptiandome a retroalimentaciones del equipo
o del docente. (M3-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 5 y que responda con hones-
tidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

: En proceso . S
Desempeiio dalea Bueno Sobresaliente
Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje
con mis compaiieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribuyé colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de
sus companeros.

Resolvid problematicas tedricas y contextuales relacionadas con
inecuaciones lineales. (M2-Cl)

Utilizo ejemplos concretos para justificar su postura a favor o en
contra de afirmaciones relacionadas con las inecuaciones lineales,
(M4-C2)

Identifico correctamente las variables clave en un problema mode-
lando la situacion. (M2-C3)

Defendid el proceso de resolucion de una inecuacion lineal con ar-

gumentos solidos y adaptindose a retroalimentaciones del equipo o
del docente. (M3-C4)

Nombre y firma de quien coevalia

E.E Imecuaciones lineales de una variable




Inecuaciones cuadraticas

i i la recta numérica
i ion en intervalo Solucion en
Inecuacion de la forma Solucion e — } { =
[x,, +20) x X;
a+bx+c20 (==, %] U [X2 ,
o L l; 1}'...
B i T L x‘
a4+ bx+e>0 (=20, ;) U (X3 +0) X, %
gt —K 3 N
! X
ac +bx+c<0 [x. x5] X, B i
(%, %) X, X,
ax + bx +¢ <0 L. - f E_
L

Progresion de aprendizaje 6

Analiza diferentes formas de resolucion de ecuaciones e inecuaciones cuadriticas, y disefia un algoritmo que
restielva inecuaciones cuadraticas y represente graficamente las soluciones.

Metas de aprendizaje 3 Eduﬂp:l:;reuso Bueno Sobresaliente

M2-Cl Analiza los resultados obtenidos al i A : :

i e T e e e RO o S e i
dfl [EllSﬂmjﬂlllﬂ matemético en la Iﬂsﬂlllﬁié'll . ................................. ................................. ................................
«de problematicas teoricas v de sucontexto.  H | i i

Hi
M4-C2 Argumenta a favor o en contra de afir- - A |
=

maciones acerca de situaciones, fendmenos o'~

problemas propios de la matemdtica, de las SRRE R T
ciencias o de su contexto. : i :

| EVALUACION DIAGNOSTICA 6.1

1. ;Que sucede con la desigualdad @ < b al multiplicar ambos lados por un mimero negativo?
a) Se conservala misma direccion de la desigualdad.
b) Ladesigualdad se invierte (cambia de sentido).
c) Se anula la designaldad porque se multiplica por un niimero negativo.

2. La descripcion “los niimeros x mayores o iguales que —3 y menores que 5™ se escribe en notacion
de intervalo como:

a) (-3.5) b) [-3. 3] c) [-3.5)
3. La factorizacion del trinomio x* — 2x + | es:
a) (x+1) b) (x—1)x+1) ¢) (x—1)
4. (Cuiles son las soluciones de 2x* — 5x + 2 = O usando la formula general?
X= —o& E-qlac,dﬂﬂ[lEﬂ':E, b=-5,c=2.
2a
a) _1_:5:3 hn::‘:i;’-ﬁ Cf’-"@
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na inecuacion cuadratica de una vanable, es una inecuacion que se puede escribir en alguna de las
siguientes formas:

ax:- +bhy+¢<0, ax'+bx+c>0, axvi+byx+ec<0, ar’+br+ec=20
donde a, b, y ¢ son niimeros reales, con a # 0.
Son ejemplos de inecuaciones cuadriticas de una variable:
2 +3x—-2<0, x2—-4>0, r—-x—-6<0, »4+2x=0

Recuerda que una ecuacion cuadratica puede tener dos, una o ninguna solucion real. En el caso de
una inecuacion cuadratica, esta puede tener infinitas, una o ninguna solucioén real. En este sentido, la
solucién de una inecuacién cuadritica es el conjunto de todos los valores de la variable que hacen
a la inecuacion verdadera.

Ejemplo formativo 6.1

1. Verifica si x =—6, 0. 5 son soluciones de la inecuacion ¥ + 3x— 10 > 0.

Resolucion
Verifica parax =—6 Verifica parax =0 Verifica parax =3
x+3x-10>0 »+3x-10>0 x+3x-10>0
(—6) + 3(—6)— 10> 0 (0)*+3(0)-10>0 (5)°+3(5)-10>0
36-18-10=>0 -1040 25+15-10=0
8§=0 30=0
Dado que 8 > 0, entonces Dado que -10 # 0, Dado que 30 > 0, entonces
x = —6 es una solucion de entonces x = 0 no es una x=5es una solucion de la
la inecuacion. solucion de la inecuacion. mnecuacion.

En el Ejemplo formativo 6.1 dos soluciones de x* + 3x — 10 > 0 son —6 y 5. Sin embargo, no son las
unicas, debido a que hay infinitos valores que satisfacen la inecuacion. por lo que no es posible verificar
uno por uno para deferminarlas todas.

Para determinar todas las soluciones de una inecuacion cuadratica de una variable existen diferentes
meétodos, uno de ellos es el método de los signos que regularmente se usa en los cursos de calculo, aqui,
vas a usar el meétodo de valores de prueba, que es una abreviacion del método de los signos y es mas
intuitivo.

Estrategia sugerida para resolver inecuaciones cuadriticas
l.  De ser necesario, aplica la fransposicion de términos para escribirlos en el miembro izquierdo
de la inecuacion y que en el miembro derecho quede un cero.

Escribe la inecuacion como una ecuacion cuadratica en la forma estandar y resuélvela apli-
cando la factorizacion o la féormula general. Las soluciones son los valores frontera o puntos
criticos.

3. Construye una recta numerica y marca cada valor frontera del paso 1 como sigue:
« Siel simbolo de la inecuacion es < o >, utiliza un circulo sin rellenar o.

!~J

« Siel simbolo de la inecuacion es < o =, utiliza un circulo relleno e.

4. Selecciona un valor de prueba en cada intervalo y determina si satisface la inecuacion.

5. Lasolucion es el conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad. Escribela en la forma soli-
citada (conjunto, inecuacion, intervalo o grafica).
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Si tienes una inecuacion cuadratica con el coeficiente del término cuadratico negativo, por ejemplo,
la inecuacion —x* +4x —4 =0, la puedes transformar en una inecuacion equivalente con el coeficiente del
término cuadritico positivo al multiplicar por -1 en ambos lados de la inecuacion.

(- +4x—4) = (-I)0) = x’—4x+4<0

Luego, puedes resolverla aplicando la estrategia sugenda. Una vez resuelta, te daras cuenta que una
inecuacion cuadratica puede tener dos valores frontera, uno o ninguno. Lo anterior depende del nimero
de soluciones que tenga la ecuacion cuadratica ax? + by + ¢ =0.

Inecuaciones cuadraticas que tienen dos valores frontera

Los valores frontera son los puntos donde la expresion cuadratica ax® + by + ¢ cambia de signo, y suelen
coincidir con las raices de la ecuacion cuadratica ax” + bx + ¢ = 0. Si la ecuacion cuadratica tiene dos
raices reales distintas, digamos x, y x, (con x, < x,), esas dos raices actian como valores frontera. Estos
valores se usan para dividir la recta numerica en tres intervalos: (-, x,), (x,, x,) ¥ (x,, +0). Dentro de
cada intervalo, la expresion ax® + bx + ¢ mantiene un signo constante, mismo que se usa para verificar
que se satisface o no la inecuacion cuadratica.

Ejemplo formativo 6.2

1 Resuelve las siguientes inecuaciones cuadraticas.
a) x4+3x>10 b) 3xt-2x-2<0
Resolucion
a) ¥+3x=10

Paso 1. Aplica la transposicion de términos para agregarlos en el miembro izquierdo de la
inecuacion y que en el miembro derecho quede un cero.

¥+3x>10 — x*4+3x-10=0
Paso 2. Escribe la inecuacion como ecuacion cuadratica y resuélvela, en este caso por
factorizacion.
x*+3x-10=0
(x+35)x-2)=0
x+5=00 ¥x-2=0
X = -3 ox,= 2

Paso 3. Construye una recta numérica y como el signo es >, marca cada valor frontera con o,
(-, =5) (-5, 2) (2, +x)

L

I i I i - Il 1 | -
T 1 T 1 k& 1 L L
-

—9-8-7—6-5—4-3-2-1 0 |
Paso 4. Selecciona un valor de prueba de cada intervalo y verifica si satisface la inecuacion.

Valor de prueba: { Valor de prueba: . Valor de prueba:
Xr=—7 I x=0 x=3
7R +3(N>10 0?4+ 3(0)> 10 ; 324 3(3)> 10
49-21>10 | 0+0>10 ' 9+9>10
28>10 0#10 { 18> 10

R L I e e
DT 654=3-2-10 123435
Paso 5. Escribe la solucion en la forma solicitada (conjunto, inecuacion, intervalo o grafica).

En forma de conjunto. La solucion es: {x|x<—-5o0x> 2},
En forma de inecuacion. La soluciénes: y<-5o0x > 2.

Temas selectos de matematicas | Eg



En forma de intervalo. La solucion es: (—=0, —5) U (2, +=¢).

En forma grafica, La solucion es:
9 -8-7-§-854-3-2-10 12 34§

b) 3x¥-2x-2<0 r Valor de prueba: Valor de prueba: Valor de prueba:
IF-2x-2=0 0 x=-1 x=] x=21
Ty e, i e ' !
el . ) 3A(-1P-2(-1)-2<0 3(1)-2(1)-2<0 3(2F-2(2)-2<0
o SERENCIP ~4BX) § 34+2-2<0 3-2-2<0 12— 4
23 [u » = B
%) 5 340 10 220
T_zj:‘lllﬁ I:, -3 ! : - i i .. i .
T 6 } -2 -| 0 ! | 3 3
24247 ) 670
= 6 ( 17 1+V7
_— l
RES | 3 3
T3 'L En forma de conjunto. La solucion es:
_1+¥7 1-\7 } 1-47 1+¥7
=y RmTE {”‘ 3 S¥ST3

e SN

En forma de inecuacion. La solucion es:

1-v7 147

3 SYET3

En forma de intervalo. La solucion es:
[ 1—V7 1+V7

TS e

3 3
. En forma grafica, La solucion es:
I'I - ] 1 Ic

1
T v = T

-2 -1

i R

S

Y

T
bl ==
fad =

S1 la inecuacion cuadratica con coeficiente del término cuadritico positivo tiene dos valores frontera
o puntos criticos x, y x,, con x, < x,, entonces puedes usar la siguiente tabla para determinar la solucion.

Inecuacion de la forma Solucién en intervalo Solucion en la recta numérica
" - : E -
axt+bx+c=0 (—oo, 1] U [x,, +20) x, X,
: << } { >
ax* +bx+e¢>0 (=, x,) U (x5, +30) £ L
- S S % >
av’+ by +¢c<0 [x, x.] X, 1,
- ~t =
ari+bx+c<0 (%, Xs) X, X,

En el Ejemplo formativo 6.2 a, la inecuacion es de la forma ax® + bx + ¢ > 0, por lo que la solucién
es la union de dos intervalos infinitos abiertos en los que uno de sus extremos es un punto critico. El
Ejemplo formativo 6.2 b, es de la forma ax” + bx + ¢ < 0, por lo que la solucion es un intervalo cerrado
cuyos extremos son los puntos criticos.
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Actividad formativa 6.1

1. Analizay selecciona la opcion que consideres cormecta. A continuacion, se muestran los pasos para
resolver la inecuacion cuadritica x> — 4x > 5,

Paso 1. Transponer los términos para que el lado derecho sea igual a cero:

a) ¥—-4x+5=20 b) ¥—4x-5=20 ¢) ¥+4x-5>20
Paso 2. ; Cudles son los valores frontera que obtienes al resolver la ecuacion cuadritica?

a) x=5yx=-1 b) x=4yx=-5 ) x=3yx=-=2
Paso 3. ;Cuiles son los intervalos de prueba?

a) (—mo, 1), (=1, 5), (5, +x)

b) (—w=, 0), (0, 4), (4, +x0)

€) (=, 1), (0, 5).(5, +x0)

Paso 4. Para cada intervalo selecciona el valor de prueba que indica que el resultado satisface la
inecuacion x> —4x> 5.

Para el intervalo (=0, —=1): (  Para el intervalo (-1, 5): (  Para el intervalo (5, +w):
x = -2, resultado igual a 5. ) x=0, resultado mayor que 5. ! x=6. resultado mayor que 5.
x =3, resultado mayor que 5. | x =2, resultado mayor que 5. | x =7, resultado menor que 5.

x =~-1, resultado menor que 5. )} x= I, resultado igual a 5. ' x =8, resultado igual a 5.

Paso 5. ; Cual es el conjunto solucion?

a) (-0, —1]U[5, +x) b) (-1, 5) c) [0,5)
2. Resuelve las siguientes inecuaciones cuadraticas.

a) ¥+4x<0 by »*—Tx+6<0

c) ¥—10x+21>0 d) **-2x>6

Inecuaciones cuadraticas que tienen un valor frontera

Si la ecuacion cuadratica ax’ + bx + ¢ = 0 tiene una tinica raiz real, digamos x,, esa raiz actiia como valor
frontera. Este valor se usa para dividir la recta numérica en dos intervalos: (—w. x,). (x,, +o0). Dentro de
cada intervalo, la expresion ax* + bx + ¢ mantiene un signo constante, mismo que se usa para verificar
que se satisface o no la inecuacion cuadratica.

Ejemplo formativo 6.3

1. Resuelve las siguientes inecuaciones cuadriticas.

a) ¥+2x+1>0 by ¥*=4x+4<0
Resolucion
a) X+2x+1>0 Valor de prueba; Valor de prueba:
X2+2x+1=0 x=-2 x=10
(x+1P=0 (2P +2(-2)+1>0 (0F +2(0)+1=0
Vix+1)*=0 4-4+1>0 0+0+1>0
lk+1l=0 1>0 1>0
<t
okl §-76-5-4-3-2-10123456
x=-1
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El unico valor de ¥ que no satisface a la inecuacién x* + 2v + 1 > 0, es el valor frontera o punto
critico x =—1. Entonces, la solucion para la inecuacion es (—oe, —1) U (-1, +x).

b) ¥»—dx+4<0

¥—-4x+4=0 Valor de prueba: | Valor de prueba:
(x-2)'=0 x=0 ¥=3
V(x—=2)2=0 (0P -4(0)+4<0 | (3P-4(3)+4<0
lx—2/=0 0-0+4<0 | 9-12+4<0
¥=2=0 440 | 1£0

B T T T T e et
S54-3-2-101 2 34 564667829

It

xX=

Solo hay un valor para x que satisface a la inecuacion x* — 4y + 4 < 0, y ese es el valor frontera o
punto critico x = 2. Entonces, la solucion establecida para la inecuacion es el conjunto |2}.

Si la inecuacion cuadratica con coeficiente del término cuadratico positivo, tiene un tinico valor fron-
tera o punto critico x,, entonces puedes usar la siguiente tabla para determinar la solucion.

! Inecuacion de la forma Solucion en intervalo Solucion en la recta numeérica
i I T
a+bx+ec20 (—ae, +00) R .‘;] 1
S - i -
axi+bx+e>0 (—ac, x) U (x,, +) X,
" oo i - S =
e + by +0<0 La Ginica solucion es x, %,
La solucion es el < : »
e+ +e0<0 : .
conjunto vacio © %

En el Ejemplo formativo 6.2 a, la inecuacion es de la forma ax® + bx + ¢ > 0, por lo que la solucion
es la union de dos intervalos infinitos abiertos, en los que uno de sus extremos es el punto critico. En el
Ejemplo formativo 6.3 b, la inecuacion es de la forma ax? + bx + ¢ < 0, por lo que la solucién es el punto

critico.

Actividad formativa 6.2

1. Resuelve las siguientes inecuaciones cuadraticas.
a) ¥24+10x+25=0 b) 3x1— 18x+27<0
c) dx24+28x—-49<0 d) 4xi> 12x -9

Inecuaciones cuadraticas que no tienen valores frontera

Si la ecuacion cuadritica ax® + by + ¢ =0 no tiene raices reales, entonces como consecuencia, la inecua-
cion cuadratica puede ser verdadera para todos los valores de x o para ninguno.

Ejemplo formativo 6.4

1. Resuelve las siguientes inecuaciones cuadraticas.

a) x2+920 b) ¥ +x+1=<0
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Resolucion

a) ¥+9=0 La ecuacion x* + 9 = 0 no tiene soluciones reales, por lo que la
219-0 Lnecuagic‘m cuadratica no _liene \’HJD::ES Emnt‘em. Sin embargo.
- cualquier numero real satisface a la inecuacion x” + 9 = 0, por
=0 lo que la solucion es el intervalo (—oo, +x0).
V2 =9
b) ¥+x+1<0 El discriminante es menor que cero (—3 < 0), por lo que
Yiy+l=0 la ecuacion x* + x + | = 0 no tiene soluciones reales, en

consecuencia. la inecuacién cuadratica no tiene valores

a=lb=1c=1 frontera. Es decir, no hay valores de x que satisfagan la

i -1 £ V12— 4(1)(1) inecuacion x* +x-+ 1 <0, por lo tanto, la solucidn es el conjunto
21) vacio @.
—1+V3
a 2

Si la inecuacion cuadratica con coeficiente del término cuadratico positivo, no tiene valores frontera
o puntos criticos, entonces puedes usar la siguiente tabla para determinar la solucion.

Inecuacion de la forma Solucion en intervalo Solucion en la recta numérica ,i
al+ by +c>0 -« ! > '
: (—=0, +e0) 0
axv+ bx+¢>0 |
av’ +bx +c<0 La solucion es el - 4 »
ax* + by +c<0 conjunto vacio @

En el Ejemplo formativo 6.4 a, la inecuacion es de la forma ax* + bx + ¢ = 0, por lo que la solucion es
el intervalo (—«0, +0), es decir, todo numero real. En el Ejemplo formativo 6.4 b, la inecuacion es de la
forma ax* + by + ¢ < 0, por lo que la solucion es el conjunto vacio @.

Actividad formativa 6.3 ]

1. Resuelve las siguientes inecuaciones cuadraticas.
a) x¥*+320 b) -3 +x—-1<0
¢) W +6x+7<0 d) +x*+5xr>24

........ S0 EVALUACION FORMATIVA 8.1 eeeeeseeeesaesesennnnnn
1. Resuelve las siguientes inecuaciones cuadraticas.
a) x'=-2r+15
b) ¥ —25x+ 150<0

¢) I +6x+1=0

1

La ganancia diaria de Mario (en dolares) por vender x suscripciones a revistas esta determinada
por la formula, G(x) = x* + 5x — 50. ;Para qué valores de x es positiva su ganancia?
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Autoevaluacion y coevaluacion 6.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 6. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio Eﬂﬁ o Bueno Sobresaliente
Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis companeros.

Participé activamente con ideas para la toma razo-
nada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion
de dudas de mis compaferos.

Ejecuté con precision métodos de resolucion de
inecuaciones cuadraticas usando la factorizacion o
la formula general para determinar los valores fron-
tera. (M2-Cl)

Respondi con fundamentos a cuestionamientos de
mis pares o docentes sobre la resolucion de inecua-
ciones cuadraticas. (M4-C2)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafero del equipo. que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 6 y que responda con hones-
tidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso : ;
Desempeno de Bueno Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis compaiieros.

Participo activamente con ideas para la toma razo-
nada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente a la retroalimenta-
cion de dudas de sus compaieros.

Ejecutd con precision meétodos de resolucion de
inecnaciones cuadraticas usando la factorizacion o

la formula general para detenninar los valores fron-
tera. (M2-Cl)

Respondié con fundamentos a cuestionamientos de
sus pares o docentes sobre la resolucion de inecua-
ciones cuadraticas. (M4-C2)

Nombre y firma de quien coevalta
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Funciones

( Polinomiales: f1x) = 3:-: -1, =5 +ax+ 3
X
Algebraicas Racionales: flx) = —

Irracionales: fix) = Vix + 4, flx)= B+l

I = 3
B e Trigonomeétricas: flx) = sen 2x, flay = COS X

Hy o =1 .= e}_\'
Expcnenciales: lx) =2%, Ry=F"5 flx)

ndentes
ok as: f(x) = log,x.f(¥) = log, ¥, f(x) = Inx

Logaritmic

\

Progresion de aprendizaje 7

Formula una clasificacion para los diferentes tipos de funciones basada en sus propiedades y comportamientos, ¥
disefia ejemplos v contraejemplos para ilustrar los conceptos claves de las funciones.

En proceso

de logro Bueno Sobresaliente

Metas de aprendizaje

requieran explicacion o interpretacion. ‘H:

'MI-C3 Selecciona un modelo matemtico por : A |
la pertinencia de sus variables y relaciones | v\

para explicar una situacion, fenomeno o re- e JrAcEtisi i fressserersissamnsinssirraresnsi

solver un problema tanto tedrico como de su g -
contexto. :

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas, A _________________________________ _________________________________ _________________________________
descubrimientos o procesos en la solucion de ' C : : -

| EVALUACION DIAGOSTICA 7.1

Escribe en el paréntesis la letra de la respuesta correcta:
1. ;Cuil es la expresion factorizada de 6x* — 19x — 207 ()
a) (2x+5)(3x—-4) b) (ax—35)Nx+4)

¢) (x—35)(6x+4) d) (x—4)(6x + 5)

;Cuil es la expresion que representa el producto Vx* « Yx?

a) ' by x%F c) ¥ dy &

3. ;Cuales son las raices de 4x* + 13x — 12 =07 ( )

a) x=—4dyx=3 b) x=—4yx=34 c) x=4yx=-3 d) x=4yx=-34

12
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4. La rapidez y con la que un automovil recorre 500 kilometros depende del tiempo x que emplea

para ello. ;Cual es la expresion que representa esta situacion? £ 9
5 3
a) y=500x b) y= % ¢) ¥=<5p5 d) x =500y
5. Dadas las funciones f{x) = 3x° — 2v vy g(x) = 3x — 1, ;cual es la expresion que le corresponde a
flx) —g(x)? £ 3
a) 3x*-5x-1 b)3x* +x+ 1 c) 3x2-5x+1 d) 3x*—x+ 1

as funciones constituyen tema de estudio desde Pensamiento Matematico II y Pensamiento Mate-

matico III, donde se introducen funciones numeéricas, como la funcion lineal, la funcion cuadratica
v funciones de tercer grado. Ahora vamos a profundizar en el concepto de funcion y analizar una cla-
sificacion mas amplia de las funciones, asi como estudiar algunas de sus caracteristicas y propiedades
principales. las que se analizardn en forma mas detallada en sucesivas progresiones de aprendizaje.

Funciones. Definiciones y representaciones

Para establecer con precision la definicion de funcion, son necesarios tres elementos fundamentales: el
dominio, la regla de correspondencia y el rango. Una funcién relaciona a una variable “x™ llamada va-
riable independiente, con una variable *y" llamada vanable dependiente, mediante una expresion como
¥ = flx), cuyo significado es que, “y" esta relacionada con “x”, a través de f, donde f{x) se lee “fde x" o
“fen x”. Para representar una funcion, es commun el uso de las letras como f, g, h, etc.

Definiciones de funcion

1.  Una funcion fde un conjunto 4 a un conjunto B es una relacion o regla de correspondencia que
a cada elemento x € 4 le asigna un Unico elemento y = f(x) € B.

2. Una funcion es un conjunto de pares ordenados de ntumeros (x, y) en el que no existen dos o
mas pares ordenados con el mismo valor de x y diferentes valores de y.

3. Una funcion es una relacion entre dos variables (x, y) de tal manera que a x (la variable inde-
pendiente), le corresponde uno v sélo uno de los valores de y (la variable dependiente).

Las definiciones anteriores son equivalentes, y cualquiera de
ellas se puede utilizar para verificar si una relacion matematica
representa o no una funcion. Esto implica identificar que la regla
de correspondencia satisfaga o no la definicion de funcion.

QR 7.1. Concepto
de funcion. Video
del profe Alex.

Furente: Parzybite

En el codigo QR 7.1 podras ver un video en relacion con el 2025

concepto de funcion.

Hepresentaciones de una funcion

Una funcion puede tener diversas representaciones, tales como: forma algebraica, verbal, tabla de valo-
res, conjunto de pares ordenados, grafica v mediante un diagrama.

Ejemplos de diferentes representaciones de una funcion y = f{x) son:
a) En forma algebraica: f{x) =2x—1

Cuando nos referimos a una funcion, escribir f{ix) = 2y — 1 0 ¥ = 2v + 1, representa lo mismo.
Ambas expresiones indican que hay una regla que relaciona a cada valor de x con un finico valor
de salida. La diferencia es que f{x) nos recuerda que estamos considerando una funcion cuyo
nombre es f.

?E Fimcimes



b) En forma de tabla de ¢) En forma de grafica. d) En forma de diagramas.
valores. .

-
T
-

T
=
v

x Six)

b | |
I
I3
]
—
L ]
—_
(%]
-y

e) En forma de conjunio de pares ordenados:
i ey {"21 _5}- {-!--'r -3}-: {ﬂ- _1}* “-f l:l.. ':3- 3]1“'}

f) En forma verbal: a cada nimero real se hace corresponder el doble disminuido en uno.

Ejemplo formative 7.1

. Conbase en las definiciones de funcion, determina cudles de las siguientes relaciones matematicas
representan funciones, argumenta las respuestas.

En forma algebraica:

a) y=x'—1 b) v= Vv +1 €} y= wi—g

Resolucion

a) La relacion y = x* — | representa a una funcion, ya que a cada valor de x le corresponde un
tnico valor y.

b) Larelaciony?=2x+ | no representa a una funcion, porque a un valor de x le corresponden dos
valoresde y. Parax=1,3*=2(1)+ | =3, de donde y= =3,

¢) Larelaciony = Yx—8 representa a una funcion, porque a cada valor de x le corresponde un
tnico valor de v.

En forma de tabla de valores:

Si es una funcion, porque a cada valor de x
le corresponde un tnico valor de y.

No es una funcion, porque a cada valor de x
le corresponden dos valores distintos de y.

a) ; b)
| x ¥ Ef x b
-3 8 { 1
2 | 3 l s | =
1 [ o0 'q ENEN
0 -1 ; 16 4
1 0 ) 25 | %5
2 3 ( '
5 | 8 :’.
Resolucion :l;. Resolucion
!
'r.
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En forma de grafica:
a) Ay ¢ b) Ay

=l 75

LV. ': -
L -~ g V. ud
\_\*\H ? b
g
?:
Resolucion Resolucion
No es ﬁmc]ﬁn" porque al trazar una :I Si E_E f't]JlCifm, porque al trazar una recta
recta vertical, a un mismo valor de x le | vertical, a cada valor de x le comresponde un
corresponden dos valores distintos de v. | tnico valor de y.
En forma de diagramas:
ﬂ:l 2 [ b}

Resolucion Resolucion

No es funcion, porque al valor x = 2 |e
corresponden dos valores diferentes de y.

Si es una funcion, porque a cada valor de x
le corresponde un tinico valor de y.

En forma de pares ordenados:

a) A= {(=2,-1) (=1,0),(0, 1) (1, 2) {2, 3)}

b) B={(1,-1),(2,0),(3,1)(2,2),(4,3))

Resolucion

a) Siesuna funcion, porque a cada valor de x le corresponde un tinico valor de y.

b) No es funcion, porque al valor x =2 le corresponden dos valores diferentes de y: (2, 0) v (2. 2).
En forma verbal:

a) A cada mimero natural par se hace corresponder la semisuma del nimero aumentado en cuatro
unidades.

b) El precio de las naranjas y también de los mangos en el mercado es de veintiséis pesos por
kilogramo.

| ?B F1|FI|.|-'.-'|;_¢-.



Resolucion

a) Siesuna funcion, porque a cada nimero natural par al sumarle cuatro unidades y al resultado
dividirlo entre dos, su resultado es tinico.

b) No es una funcion, porque a dos frutas distintas le corresponde el mismo precio.

Actividad formativa 7.1 ]

1. Identifica cudles de las siguientes relaciones matematicas son funciones y cudles no lo son, asi
como la forma en que estan expresadas. Argumenta las respuestas:

a) Ay b) ¥
.r"ﬂ/-'
a5 = .| L
X X
v
c) Ay d) Ay
| s _T
\j

e) i(=2.-1), (=1, 0),(0, =1), (1, 2), (2, 3);

g) hy y=3% +2
|y
=2 | 1
-1 2
o132
| 4
=2 5
3 6
i) y=x2+4r+4 i) y=o K)y=x+1

) A cadamadre se hace corresponder el nimero de hijos.

m) Cuandounautomovil viaja a velocidad constante, a la distancia recorrida se le hace corresponder
el tiempo invertido para recorrerla.

Temas selectos de matematicas | ?9



Ejemplo formativo 7.2

1. Un buzo explora un arrecife v con u_u GPS registra su desplazamiento y profundidad en metros,
lo que describe la funcion fix) = —-—- — 4x. Para el desplazamiento se toma como referencia el
punto de inmersion vy para la pmfundldad el nivel del mar. Utiliza las diferentes representaciones
matematicas para expresar esta situacion.

Resolucion
Funcion f{x) = 1;
Tabla de valores | Pares ordenados ’ Grafica

Desplazamiento | Profundidad | | r

x (metros) v{metros) | | }
' 0.0 {
: 0 § ¢ &9 { Punto de Despfazauuenm X

) l | -0 | (1,-10/3) { inmersidng 4+ 4+ 4

2 -16/3 ? (2.-16/3) ) . 11 2345
3 6 ) (3,-6) ) 23l
4 163 | | (4,—16/3) :". E 41 \ /
5 ~10/3 \ (5.-10/3) l 5 5+

| ¢ A
6 o | § (6,0) I‘ e NS

Observa que, tanto los pares ordenados como la correspondencia entre x y y segun la grifica,
muestran que la expresion f{x) = 2‘ + 4x representa a una funcion.

Actividad formativa 7.2

1.

!‘J

Las siguientes afirmaciones representan a una funcion. Escribe cada una como un conjunto de
pares ordenados y la expresion matematica que la representa:

a) A cada numero real se hace corresponder su cuadrado aumentado en dos.
b) A cada nimero real se hace corresponder su reciproco menos uno.

Dadas las funciones siguientes en forma algebraica, muestra sus representaciones tabulares,
conjunto de pares ordenados, graficas, diagramas y verbal.

a) flx)=x—1 b) flx)=1-2x e) fix) =r—1 d) ﬂx}:xil

Tipos de funciones

Las funciones numéricas se pueden clasificar de diferentes maneras, por ejemplo, en crecientes y decre-
cientes, explicitas e implicitas, continuas y discontinuas. Existe una clasificacion mas amplia que permite
identificar, para cada tipo de funcion, tanio las propiedades de las operaciones matemdticas que le estin

asocia

Funciones

80

das como las caracteristicas de sus graficas. Asi, se tiene la siguiente clasificacion y ejemplos:
( ( Polinomiales: flx) = 2x — 1, fix) = x* + 4x + 3

2
Algebraicas | Racionales: f{x) = \_"'rl

\ Irracionales: flx) = V2x + 4, flx) = Y+l

[ Trigonométricas: f{x) = sen 2x, flx) = cos x + 3
Trascendentes ! Exponenciales: flx) = 2%, flx) = 3 -1, flx) = e®

Logaritmicas: f(x) = log,x, flx) =log,x. flx)=Inx

\
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Funciones algebraicas

Se caracterizan matematicamente por expresar la regla de comrespondencia mediante una forma alge-
braica. Esto significa que pueden involucrar operaciones como suma, resta, multiplicacion, division,

potenciacion y radicacion, tanto con nimeros como variables.
Las funciones algebraicas polinomiales de grado “»" son de la forma

fAx)=ax"+a, x"-'+..-+ax+a, donde ay a,. ... ,a,son coeficientes y a,x" es el término principal.
Ejemplos de estas son la funcion lineal y la cuadratica.

JSix)=x"+4x+3

Las funciones algebraicas racionales son aquellas cuya regla de correspondencia puede expresarse
como la razon o cociente de dos funciones polinomiales, donde el denominador no es el polinomio nulo;

es decir, son de la forma f{x) = -g{%, donde P(x) y O(x) son funciones polinomicas y O(x) # 0. Un ejem-

plo se muestra en la siguiente grafica.

ox
x=1

fix) =

Las funciones algebraicas irracionales son aquellas cuya expresion matematica f{x) presenta la
variable independiente dentro de un radical; son de la forma f{(x) = VP(x), donde P(x) es un polinomio.
Un ejemplo se muestra en la siguiente figura.

Jix)=Vr+1
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Funciones trascendentes

Estas funciones tienen como caracieristica matematica
que su regla de comrespondencia incluye operaciones que
trascienden lo algebraico, es decir, aplican operaciones
trigonométricas, exponenciales y logaritmicas sobre las
variables.

Las funciones trigonométricas son aquellas que apli-
can operaciones trigonometricas sobre la variable inde-
pendiente que representa un angulo, generalmente medido
en radianes. Estas funciones son periddicas en su desarro-
llo. es decir, que se repiten en intervalos definidos.

Existen seis funciones tnigonometricas directas, de las cuales, tres son basicas como el seno, cosenoy
tangente y las otras tres son reciprocas como la cosecante, secante y cotangente, respectivamente.

Las funciones exponenciales tienen como regla de correspondencia una expresion matematica don-
de la variable independiente se encuenira en el exponente de una potencia. Estas pueden ser de la forma
Sflx) = e', donde e es el numero de Euler, o de la forma f(x) = @', con @ > 0y @ # L. En la siguiente figura
se muestran dos ejemplos.

Lad = L

]

3 3 4

Las funciones logaritmicas son aquellas cuya expresion matematica contiene a la vanable indepen-
diente x en el argumento de un logaritmo. Pueden ser logaritmos (de base a) o logaritmo natural (de base e);
es decir, de la forma f{x) = log, x vy f(x) = In x, donde a es un nimero real positivo y diferente de 1. En la
siguiente figura se muestran dos ejemplos.

Jix)=log,x

Actividad formativa 7.3

1. Observa con atencion las siguientes representaciones de funciones y escribe en cada caso su
clasificacion:

a) flx)=2x*-3x'—x+2 b) fix) =€ -1
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c) fix)= ‘le d) filx) =tan (x* - 1)

g) ﬂ.ﬂ={‘x~—3 ) fix)=In(3x + 1)
g)

Conceptos generales

Las funciones numéricas poseen diversas caracteristicas matematicas y graficas que las hacen Unicas.
Existen varios conceptos relacionados con las funciones que permiten un analisis y una descripcion pre-
cisa de estas caracteristicas, facilitando su analisis en diferentes representaciones. En esta progresion se
presentaran las mas generales, toda vez que en las subsiguientes se estudiaran las funciones algebraicas
con mds detalle y posteriormente las trascendentes.

Dominio y rango de una funcian

Para determinar el valor “f(x)" de una funcion fen un valor especi-
fico de x, es necesario asignar un nimero real a x para evaluarla. El
conjunto de estos valores de la variable independiente x se conoce
como dominio de la funcion f. Df Cada numero real x en el que
se puede evaluar f estd asociado con un unico valor f{x), que se
denomina imagen de x. El conjunto de estas imagenes de la varia-
ble independiente f{x) se conoce como el rango, R,. Tambien se le
llama recorrido o conjunto imagen de la funcién.

QR 7.2. Dominio ¥
rango de una fun-
cion. Video Profe
Alex.

Fuente: Parzybite
2025.

Antes de precisar las definiciones de dominio y rango de una funcion puedes observar el video que
aparece en el codigo QR 7.2,

Definiciones de dominio y rango de una funciéon numérica

El dominio de una funcién numeérca f es el mayor subconjunto del conjunto de niimeros reales
para los que f(x) es un nimero real.

El rango de una funciéon numerica fes el subconjunto de niimeros reales que resulta de evaluar f{x)
para cada nimero real de su dominio.

Ejemplo formativo 7.3
|

1. Observa y analiza la grifica de la funcion f(x) = 5o que
aparece a la derecha, la cual puedes graficar en Desmos o
GeoGebra. Determina su dominio y rango.

Resolucion

A partir de la ecuacion puedes determinar el valor de la funcion
para todos los valores de x, excepto para x = 2. Al sustituir

ese valor en la funcion f{2) = .,l,,,f—_4 = %‘ la funcién no esta

definida en x = 2. «— Dominio —— »

«— Rango ——— »
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Por tanto, el dominio de la funcion es el subconjunto de todos los nimeros reales excepto x = 2.

Por su parte, para el rango de la funcion, segun la grafica en su extension vertical se observa que
hay una interrupcion en v = 0, luego el rango de la funcion es el subconjunto de todos los niimeros
reales excepto y= 0.

Ordenada al origen y ceros de la funcién

La ordenada al origen es el valor de la variable dependiente (de la funcion) cuando la variable indepen-
diente es cero (x = 0), es decir el valor de f{0). Ambos forman el punto de coordenadas (0. f(0)) donde la
grafica de la funcion intercepta el eje “y” del sistema de coordenadas cartesianas.

Los ceros de una funcion, denominados también raices, son aquellos valores de la variable indepen-
diente x para los que el valor de la funcion f{x) = 0, y juntos forman el punto de coordenadas (x, 0) donde
la grafica de la funcion intercepia el eje x.

Ejemplo formativo 7.4

1. Analiza la funcién f{x) =x* — x— 2 y observa su grafica en la figura
de la derecha. Determina la ordenada al origen v los ceros de la
funcion.

Resolucion
Ordenada al arigen (x = 0) , f{0) =-2.
Ceros de la funcion (y=0), fix)=x—x—-2=0.

Por factorizacion se tieneque xX —x -2 =(x+ I ){(x-2)=10.

De los factores obtenidos se tiene que los ceros son: x=-1 yx=2.

Traslaciones y reflexiones de una funcién 3 4
3 ¥

Una traslacion o una reflexion en una funcion significa k=

como cambia la posicion o la orientacion del grafico '
de esa funcion en el sistema de coordenadas. Una tras- PR 3 SR
lacion es un desplazamiento del grafico de la funcion s |7 ;

sin cambiar su forma. La traslacion horizontal estd
dada por un cambio en la variable independiente x v la 2+ - '

vertical afecta a la variable dependiente v, al modifi- flx) =« g ¢ y= (¢ —3)
carse la funcion. Una reflexion invierte el grafico de la .

funcién respecto a un eje. -

Las traslaciones y reflexiones de una funcion son de +
gran ayuda para graficar una funcion a partir de otra, lo

cual puede significar que cambie o no el dominio y/o 21

rango de una funcion y = fix), como resultado del des- 1

plazamiento que tiene lugar al modificar la funcion. 4 g
S1 por ejemplo se tiene la funcién y = ¥°, entonces,

como muestra la figura de la derecha: ¥

» Una traslacion horizontal 3 unidades a la derecha, significa que la nueva funcioén es v = (x — 3)°.
Aqui, la variable independiente x se ajusta en 3 unidades, pero no cambia el dominio.
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« Reflexion sobre el eje x. La nueva funcion es y = —v*. Aqui, la variable dependiente y cambia de
signo y el rango cambia a (—ax, 0].

» Traslacion vertical hacia arriba 3 unidades. La nueva funcion es y =x* + 3. En este caso, la varia-
ble dependiente y aumenta en 3 unidades y la grafica se desplaza hacia arrba.

Actividad formativa 7.4

O

l. Con ayuda de un graficador (por ejemplo, GeoGebra) obtén la grafica de las g
funciones anteriores y analiza el efecto de la traslacion o reflexion en el dominio y o e}
rango de la funcion nueva respecto a la funcion base y = x7. CesGeben

-

Dada la funcion fix) = “117 traza su grafica, haz una traslacion horizontal de 2 unidades a la izquierda
v con la obtenida una traslacion vertical de 4 unidades hacia abajo. Analiza que efecto tienen estos
movimientos en el dominio e imagen respecto a la funcién en su forma basica f(x) = _+

3. Apartirde la funcionf{x) = v expresa que movimiento se realizé en las funciones f{x)=Vx + 4 + 2
v flx) =—(Vx—1 — 1). Determina los efectos en su dominio e imagen.

En las siguientes progresiones de aprendizaje estudiaras con mas profundidad estas propiedades de
las diferentes funciones algebraicas y otras propiedades especificas de cada una de ellas. El estudio de
las funciones trascendentes formara parte de la unidad de aprendizaje curricular del proximo semesire.

@ $0E EVALUACION FORMATIVA 7.1

1. El conjunto de todos los valores en los que una funcion estda definida se llama , yel
conjunto de las imagenes se llama de la funcion.

to

Completa la siguiente tabla, escribiendo la formula de una funcion basica diferente para cada caso
que, al aplicarle una traslacion o reflexion. cumpla las condiciones que se indican.

Dominio Rango

| T o i ¥ .

No cambia Si cambia No cambia Si cambia

Traslacion de Mx)=x

Reflexion de flx) =&

3. Apoyate de un graficador para obtener las representaciones graficas de las siguientes funciones. A
partir de las graficas determina: la ordenada al origen, los ceros, el dominio y el rango.

a) filx)==x+4x-3 b) fix) = 2x

r—1

L T
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Autoevaluacion y coevaluacion 7.1

AUTDEVALUACION Y COEVALUACION

Mombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 7. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

de logro Bueno Sobresaliente

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacién favorable para el aprendiza-
Je con mis compaiieros.

Participé activamente con ideas para la toma razonada de de-
cisiones,

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de
mis compaieros.

Aprecié las propiedades fundamentales de las funciones a partir
de su representacion grafica, (M2-C2)

Utilicé modelos matematicos apropiados para la clasificacién
de los diferentes tipos de funciones (MI1-C3)

Comparti con mis compaiieros la forma que utilicé para obtener
y analizar propiedades de las funciones. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu
desempeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 7 y que responda con hones-
tidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

S [KiCash Bueno Sobresaliente

Desempefio deiogo

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendiza-
j& con mis compafieros.

Participd activamente con ideas para la toma razonada de de-
EESIUI.‘I.ES

Contribuyod colaborativamente a la retroalimentacion de dudas
de sus compaifieros.

Aprecia las propiedades fundamentales de las funciones a partir
de su representacion grafica. (M2-C2)

Utilizé modelos matematicos apropiados para la clasificacion
de los diferentes tipos de funciones (M1-C3)

Compartio con sus compaiieros la forma que utilizo para obte-
ner y analizar propiedades de las funciones. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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Funciones lineales

VoA v=mx+b

i+ Elevacion
P =

Progresion de aprendizaje 8

Analiza el efecto de los parametros en la grafica de una funcion lineal, y desarrolla un modelo matematico basado
en funciones lineales para resolver un problema del mundo real.

En proceso

Metas de aprendizaje J& [ogro Bueno Sobresaliente
M3-C1 Comprueba los procedimientos usados - A
en la resolucion de problemas utilizando di- | (‘ """"""""""""""""" S =TT T T T e
Versos:metodos;sempleande reenrsos tecndld- 000 o s s cl s s e i s s s e s
gicos o la interaccion con sus pares. ‘H:
M2-C2 Desarrolla la percepcion v la intuicién ""* _________________________________ _________________________________ _________________________________ :
para generar conjefuras ante sifuaciones que : C : ] : :
requieran explicacion o interpretacion. Rl i N it iy sl
M4-C3 Construye v plantea posibles solucio- A
nes a problemas de areas de conocimiento,
Tecursos sociocognitivos, recursos socioemo- : C :
cionales y de su entorno, empleando técnicas :~
y lenguaje matemitico. ‘H;
| EVALUACION DIAGNOSTICA 8.1
. Relaciona ambas columnas.
Descripeion Concepto
a) Se caracteriza por su representacion grafica: una linea recta e
no vertical ni Imriznutalp en el plano cartesiano. ( ) Sy =me+b
b) ¢ Cuél es la forma algebraica de una funcién lineal? ( Dy i
¢) ;Qué representa el valorm en la funcion lineal f{x) = mx + b7 ( ) r&?m dd 1??;& MndmE
d) ;Que sucede si m = 0 en la funcion f{x) = mx + b7 ( ) Funcion lineal
e) (Que indica la pendiente en una funcion lineal? ( ) La pendiente de la recta

Pusdes consultar el sigwente enlsce para dar respuesta a la evaluacion diagméstica con el uso de GeoGebra: hitps /Awww. geogebra orgim/pvd-
yluk3
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2. En la Ciudad de México, te cobran 40 pesos por subirte a un taxi mas
5 pesos por cada kilometro recomrido. La ecuacidn que representa esia

situacion es y = 5x + 40,

a) Completa la tabla y realiza la grafica:

x(km)

v($)

0

5

10

15

20

b) (Qué lugar geométrico esta representado al unir los puntos?

Costo ($)

Viaje en taxi

1504

125

100

75

S0

0 10 20 30 40
km recorridos

Elementos fundamentales de las funciones lineales

Las funciones lineales se caracterizan por tener una representacion grafica en el plano cartesiano que
corresponde a una linea recta. Para graficar una recta, basta con determinar dos puntos que pertenez-
can a ella, Su representacion algebraica general esta dada por la expresion fix) =mx + b, donde m y b
son numeros reales, con m # 0. Alternativamente, puede escribirse como y = mx + b, ya que y representa
el valor de la funcion, es decir, y = f(x). Se denomina "funcion lineal" debido a que el término mx tiene
grado 1. En esta funcion se tiene que:

» Lavariable independiente es x.

« La variable dependiente es y.

» La pendiente de la recta, representada por m, determina la inclinacion de la linea v describe la tasa

de cambio entre y v x.

Para determinar la grafica de una funcion lineal, se suelen utilizar los puntos donde esta se intercepta

con los ejes coordenados:

1. El punto de intercepcion con el eje x tiene coordenadas (x, 0), donde v se calcula resolviendo la
ecuacion my + b = 0. Este punto es conocido como el cero de la funcién lineal, y su valor esta

dado por:

b
x=——conmz0
m

2. El punto de intercepeion con el eje v tiene coordenadas (0, v). Este punto se obtiene al evaluar la
funcion enx =0, es decir, vy = b. Este valor, conocido como la ordenada en el origen, esti dado por
el término b en la ecuacion general.

En resumen:

« El cero de la funcién lineal es el valor de x en el que v = 0, v su coordenada es [—% D].

« Laordenada en el origen es el valor de y cuando x = 0, y su coordenada es (0, b).
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Por lo tanto, la pendiente m, el cero de la funcion lineal [ = -—f% i

con m # 0, y la ordenada en el origen & son elementos clave para com-

v=mx+b

: Elevacion
prender y graficar una funcion lineal. Tt

_________

La figura de la derecha muestra graficamente una funcion lineal
dada por la expresion f{x) = mx + b donde m, la pendiente de la recta,
es la razon entre la elevacion y el avance, es decir m = %; (x. 0)
es el cero de la funcion f(x) y b representa el valor de la ordenada en la

que la grifica corta el eje y.

Ejemplo formativo 8.1

. Dada la funcion lineal 2x — 6 — v = 0, calcula el cero de la funcion, la ordenada en el origen,
determina sus coordenadas y graficala. v

|

Resolucion
Como 2x -6 -y =0, entoncesy =2x -6
Cero de la funcion lineal (x = %]

(—6)
Pl )
% >

Ordenada en el origen: (y = b):
y=-6
Coordenadas: (3, 0) v (0, -6)

Cero de Ia funcion: (3, 0)

~6# Ordenada en el origen: (0, —6)

La grafica se observa en la figura de la derecha.

Actividad formativa 8.1 }

. Dada las siguientes funciones lineales, identifica el valor de m, calcula el cero de la funcion, la
ordenada en el origen, determina sus coordenadas y graficala.

a) y=—2x+8
b) x-y=6
€) 3x-2y=9

Calculo de la pendiente y la ecuacion de una recta a partir de dos puntos

Siconocemos dos puntos P(x,, v} ¥ P, (x,, v,) que estan sobre la recta de la grifica y = mx + b, conm # 0,
veamos como podemos obtener el valor de la pendiente. Ambos punfos satisfacen la ecuacion y = mx + b,

yW=mx,+b
Vi=inx,+ b
A la segunda de estas dos ecuaciones le restamos la prumera, y obtenemos:
Va—¥; = (mx, + b)—(mx; + b)
Ya=yy=mx,+b—mx,—b

Ya=¥=mlx,—Xx,)
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Finalmente, de la expresion resultante, y, — v, = m(x, — x,), despejamos m:

Pendiente de una recia

La pendiente de una recta que pasa por los puntos P(x,. v,) ¥ P.(x,, v,) se calcula con la formula
m=22"2 dondex,+ Xy
X, =X, o

Ejemplo formativo 8.2

1. Conociendo que una recta en el plano coordenado pasa por los puntos P(1, 2) y O(3. 6), determina
su pendiente y la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py O.

Resolucion
Al conocer dos puntos sobre la recta podemos calcular su pendiente utilizando la formula de la
pendiente
s e
e . i1 I °

1
Luego, usando el punto P(1, 2) y m = 2, sustituyendo en y = mx + b, tenemos que b= 0.

Asi, la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(1, 2) y Q(3, 6) es v = 2x.

2. Determina la ecuacion de la recta que tiene una pendiente de -3 e intercepta al eje y en el punto de
ordenada -2,

Resolucion

Puesto que conoces el valor de la pendiente y el intercepto con y, puedes utilizar la ecuacion
pendiente-ordenada al origen, v = mx + b.

Sustituyendo m =—3 y b=-2 en la ecuacion y = mx + b, obtenemos y=—3x— 2.

Actividad formativa 8.2

1. Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2, 3) v (3, 3).

13
L

Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por P(3, 2) y tiene una pendiente de 4.

3. Detennina la ecuacion de la recta con m = ;_u y bh=-5.

La ecuacion general de la recta y su relacion con las funciones lineales

La ecuacion de la recta en el plano cartesiano puede representarse de diversas formas, siendo una de las
mas comunes la ecuacion general de la recta. Esta forma se expresa como: ax + by + ¢ =0, donde a, b
Y ¢ son constantes, mientras x y y son variables, respectivamente. Esta ecuacion describe una recta en
el plano bidimensional y es fundamental en la geometria analitica. Sin embargo, cuando analizamos si
esta ecuacion define una funcion lineal, debemos considerar ciertas condiciones clave, especialmente la
relacion entre los coeficientes a y b.
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Si b # 0, podemos despejar la variable v de la ecuacion original para obtener la forma estandar de la
funcion lineal:

ax+bhv+ec=0
by=—-ax—c

qpse =B 18
: b~ b
Esta ecuacion es de la forma v = mx + n, donde:

s = —%. es la pendiente de la recta.

¢ - 236 i
+ n=-r.es la interseccion con el eje y.

Por lo tanto, cuando b # 0, la ecuacion ax + by + ¢ = 0 define una funcion lineal, que tiene la forma
y=mx+n, conm#0, que es la forma estandar de una funcién lineal.

Toda ecuacion de la forma ax + by +¢ =0, conx, v € R, a y b no simultineamente nulos representa
una recta en el plano cartesiano

Representacion de la recta a partir de la ecuacion general

Ejemplo formativo 8.3

1. Representa graficamente la recta cuya ecuacion es 3x + 2y — 6 = 0. Calcula su pendiente.
Resolucion 3

Como va sabes basta determinar dos puntos: el cero de
la funcion y la ordenada en el origen.

Parax =0, 2y—6= 0, luego y=3 y un punto es (0, 3). Ecuacin: 3x + 2y =6

Paray =0; 3x - 6 =0, luego x =2 y otro punto es (2, 0). 1 (2.0)

Con estos dos puntos traza la recta buscada. la que se

aprecia en la figura de la derecha. 2l
Para calcular la pendiente, si tenemos la ecuacion T
3x+2y=6,endonde a =3 y b =2, se sustituye en la -4

¢ sz il . |
formula: m= —3» por lo tanto: m = . 1.5

Actividad formativa 8.3

1. Representa en cada caso la recta determinada por la ecuacion y calcula su pendiente.
a)2x+3—-12=0

b)x—-4y-2=4

Propiedades del dominio, rango v comportamiento de las funciones lineales

El dominio de una funcion lineal esta dado en la recta real, D:(—, +o0); esto quiere decir que la fun-
cion lineal esta definida para todo x € R. Por su parte, el rango de la funcion son los nimeros reales,
R:(—w,+0); esto significa que x € D, tiene una unica imagen en el eje y.
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Monotonia de una funcion lineal

La funcion y = mx + b, con m # 0 es creciente si la pendiente es positiva (m > 0) y decreciente, si la
pendiente es negativa (m < 0). Ademas, es una funcion creciente o decreciente en todo su dominio.

Las graficas de las funciones lineales creciente y decreciente se muestran en las siguientes figuras.

¥ R ¥ L
Fuﬂf':'iﬂll lineal Funcion lineal
creciente decreciente
m=0 m=10

Z ST

Sim =0, se tiene que v = b, que representa a la funcion constante.

Ejemplo formativo 8.4

L.

Determina si la funcion representada por x + y + 3 = 0 es creciente o decreciente y precisa su
dominio.

Resolucion

Dicha ecuacion la puedes escribir en la forma: y = mx + b, es decir, vy = —x — 3; donde m = -1

vy b =-3. Entonces por ser m < 0 la funcion es decreciente y su dominio es el conjunto de los
numeros reales.

Variacion de proporcionalidad directa

Un caso particular de una funcién lineal f{x) = mx + b, con m # 0, se presenta cuando & = 0, lo que da
lugar a la ecuacion f{x) = mx, o equivalentemente v = mx. Estas funciones representan relaciones de
variacion directamente proporcional, y su grafica pasa por el punto (0,0), es decir, el origen de coorde-
nadas. Es importante destacar que, si la pendiente m es sustituida por una constante k, la funcion toma la

forma y = kx, donde la razon constante k= ; se conoce como constante de proporcionalidad, la cual

representa la tasa de cambio constante entre y y x.

Aplicacion de la proporcionalidad directa

Ejemplo formativo 8.5

1.

g2

La Ley de Hooke para un resorte establece la relacion entre el alargamiento o estiramiento de este
y la fuerza aplicada F, la cual, es directamente proporcional a la longitud del desplazamiento (o
compresion) del resorte x y estd dada por la expresion F = kx, donde k es la constante de elasticidad
y es especifica para cada resorte. Sl un resorte se alarga 2 cm al aplicar una fuerza de 8 kg, calcula
cuanto se alargara al aplicar una fuerza de 20 kg.

Resolucion

Calcula la constante de proporcionalidad 4; utiliza lo siguiente:

=4

2| oo

F=kx, donde: F,=8kg, x,=2cm, k=7; portanm.k=f—:=
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Calcula el alargamiento x, cuando F, = 20 kg

. Fs 20 o
F = kx despejando x; x, == =—=5

Por lo tanto, cuando se aplica una fuerza de 20 kg, el resorte se alargara 5 cm.

Actividad formativa 8.4

1. Vas al mercado y notas que los mangos se venden a $20 por kilogramo.
a) Sicompraras mangos, ;cuanto pagarias por 6 kilogramos?
b) Sien otro mercado por 5 kilogramos se pagan $90, ;cuanto cuesta el kilogramo de mango?

¢) (Encual de los mercados comprarias los mangos? ;Por qué?

Aplicaciones de las funciones lineales en la vida cotidiana

Las funciones lineales tienen multiples aplicaciones en diversas dreas como la fisica y la quimica entre
otras ciencias, en la economia, en la vida cotidiana y otras areas del conocimiento, en diferentes tipos de
problemas donde se relacionen dos variables, en particular proporcionalmente. Estas relaciones expre-
sadas a través de sus diversas representaciones permiten interpretar como es que una variacion en una
cantidad influye de manera directa sobre otra.

Asimismo, las funciones lineales se presentan como un lenguaje matematico universal para analizar
fenomenos comunes y proponer soluciones practicas.

Ejemplo formativo 8.6

1. Una compaiiia telefonica ofrece un plan base mensual por $80, que incluye 3 GB de datos. Si el
usuario consume datos adicionales, se cobran $20 por cada GB extra. Determina cuinto pagara un
usuario que utiliza 7 GB en un mes.

Resolucion
e 4

Planteamiento:
Costo fijo b: $80 220

Ty
Costo adicional por cada GB extra: m = 20 e

o o _ 180 B (4, 160)

Datos adicionales consumidos: x Z 160
Costo total: y E 1404
Funcién lineal: la relacion entre el costo total v v é 120+
los datos adicionales consumidos x esta dada por 5 1001
v = mx+ b: en nuestro caso v = 20x + 80. SO4A(0. 80)
La grafica se muestra en la figura de la derecha. 604
Calcula los GB adicionales consumidos. 404
El plan incluye 3 GB. Si el usuario consume 7 GB, 204

[} I i

los GB adicionales son: — T .
e @ 1 2 3 4 5 &6 7

x=7-3 =4 GB adicionales 6B adicionales ()

Sustituyendo x =4 en la funcion

v=20(4)+ 80, — y=80+ 80 — y= 160

Respuesta: el usuario pagara $160 al final del mes.

—
=
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Actividad formativa 8.5 ]

1. Una compaiia telefonica ofrece un plan base mensual por $ , que incluye 3 GB
de datos en algunas de las situaciones. Si el usuario consume datos adicionales. se cobran
b por cada GB extra. Determina cuanto pagara un usuario que utiliza GB
en un mes. Con ayuda de una grafica cambia (manipula) los valores de la pendiente m que describe
como cambia el costo total por cada unidad de cambio en los GB adicionales consumidos x. Asi
mismo, modifica el precio que ofrece el plan base b mensual que incluye 3 GB de datos en algunas
situaciones. Utiliza el applet que muestra la grafica: https://www.geogebra.org/m/uvvmy63b

a) Sitacion 1
Condiciones para la situacion: precio del plan con 3 GB incluidos b = 80 pesos, precio por GB
adicional consumido m = 20 pesos. Determina cuanto pagara un usuario que consume 10 GB
al mes:

b) Situacion 2
Condiciones para la situacion: precio del plan con 3 GB incluidos b = 80 pesos, precio por GB
adicional consumido m = 10 pesos. Determina cuanto pagara un usuario que consume 11 GB
almes:

c) Situacion 3
Condiciones para la situacion: precio del plan con 3 GB incluidos &= 150 pesos, precio por GB
adicional consumido m = 10 pesos. Determina cudnto pagara un usuario que consume 10 GB
al mes:

d) Simacion 4
Condiciones para la situacion: precio del plan con 0 GB incluidos b = 0 pesos, precio por GB
adicional consumido m = 100 pesos. Determina cudnto pagard un usuario que consume 1 GB
al mes:

Ejemplo formativo 8.7

l. Para cumplir ciertos requisitos en la agricultura, por ejemplo, de alcance del regadio, distancias
entre las posturas a sembrar. entre algunos, puede necesitarse que las dimensiones de un terreno
cumplan determinadas condiciones. Con 48 metros de alambre disponible para cercarlo se requiere
marcar un ferreno rectangular en el que el largo sea el doble que su ancho. Calcula las dimensiones
del terreno a cercar.

Resolucion
Para abarcar el perimetro del terreno a cercar: 48 metros de alambre

Ancho del rectangulo: x; largo del rectangulo: 2x.
Perimetro del rectangulo de largo 2x y ancho x: P(x) = 2(2x + x).
Dado que el perimetro es 48, se obtiene la ecuacion:
(2x+x)=48
4y + 2x =48
fx=48
x=8
Si el ancho es 8 metros, entonces el largo es 16 metros v se cumple:
P(8)=2(16 +8)=48
Las dimensiones del rectangulo deben ser 16 metros de largo y 8 metros de ancho.
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& S0E EVALUACION FORMATIVA 8.1

e Ty

1.

12
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Halla, en cada caso, la ecuacion de la recta y represéntala graficamente:

a) Pasa por el origen de coordenadas y el punto P(2.4).

b) Pasa por el punto R(3. 5) y tiene pendiente 7/3.

¢) Tiene pendiente —3 e intercepta al eje v en el punto de ordenada 2.

Halla las pendientes de los tres lados del triangulo 4BC, si: 4(-2,-1), B(3, 2) v C(-8,9).
Determina si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes. Fundamenta tu respuesta.
a) y=5x+1/72

b) y=3-x
€) 2y=x
d) x3-y=0

Una pequefia empresa familiar fabrica salsas marisqueras. El costo de produccion de cada salsa
incluye un costo fijo de $25 por materiales iniciales y el alquiler del espacio, mas un costo variable
de $5 por cada salsa producida.

a) Escribe la ecuacion que representa el costo total de produccion (v) en funcién del nimero de
salsas producidas (x).

b) (Cudnto costara producir 50 salsas? ;Cuanto costara producir 3007

En los comercios es usual que determinados articulos se promocionen con descuentos para
estimular que sean adquiridos. En general, el precio P de un producto con aumento o descuento es
k veces el precio original x del producto, es decir P(x) = kv, funcion de proporcionalidad directa.

El precio de una camara después de descontarle el 20% es de $720, ;cuail es su precio original?
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Autoevaluacion y coevaluacion 8.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 8. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

S En proceso . 5
Desempeiio del Bueno Sobresaliente
Propicié un clima de comunicacion favorable para el apren-
diznje con mis compaieros

Participé activamente con ideas para la toma razonada de
decisones.

Contribui eolaboratvaments 4 la retroaimentacion de dudas
de mus compaieros

Argumenté, valifndome de gmficadores, los procedimien-
tos que penmniten solucionar problemas a través de fimelones
lineales. (Bd3-C1)

Aprecié las propi fundamentales de las fimciones li-
neales a partir de su representacion grafica. (M2-C2)

Resolvi problemas de diferente indole modelando las situa-
ciones pﬁlﬂﬂdﬂi con funciones lmeales. (M4-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu des-
empeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 8 y que responda con honestidad
la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio 'E:fl RS0 Bueno Sobresaliente

Propicio wn clima de commmcacion favorable para el apren-
dizaje con mus compaiieros

Participo activamente con ideas para la foma razonada de
decisiones.

Contnbuyo colabomativaments a la retroalimentacion de du-
das de sus companeros

Argumentd, valiendose de graficadores, los procedimientos
que qmm’ten soluctonar problemas a traves de funciones
lineales. (M3-C1)

Aprecio las propiedades fundamentales de las fimciones li-
neales a partir de su representacion grafica (M2-C2)

Resolvio problemas de diferente indole modelando las situa-
ciones planteadas con funciones lineales. (M4-C3)

MNombre ¥ firma de guien coevalia
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Funciones cuadraticas

Contraccion y dilatacion de In funcion cnadratica basica f(x) =x*

= = ax° hﬂ. ﬁ].ﬂ'l.dﬂ una %
La grifica de g(x) = ax contraceion por un factor @, st

dilatacion por un factor a.s1 s
R }.g{x}=mj
)= 3 oz b Ao
u B b ¥ f g(x) =av Ty : i)
= o i !
a5 SE N ;
B E 8 :
ey e {g : = \J/ ‘;{
Al
=

l

Progresion de aprendizaje 3

Valora como los cambios en los coeficientes afectan la forma vy posicion de la grafica de una funcién cuadratica,
y disefia una aplicacion practica que utilice las propiedades de las funciones cuadraticas.

Metas de aprendizaje Eﬁﬂp{g;eusn Bueno Sobresaliente

M3-Cl Comprueba los procedimientos usados
en la resolucion de problemas utilizando di- -
versos métodos, empleando recursoes tecnolo- -
gicos o la interaccion con sus pares. ;

M3-C2 Compara hechos, opiniones o afirma- |
ciones para organizarlos en formas logicas uti- :
les en la solucién de problemas y explicacién :
de situaciones y fendémenos. -

=

M4-C3 Construye y plantea posibles solucio- |
nes a problemas de areas de conocimiento, :
TECUrsos sociocognitives, recursos socioemo- - C i

Clﬂ‘ﬂﬂlﬂﬁ y de 50 eniomo. ﬂ'm.plﬂ‘ﬂﬂdﬂ té“:ﬂ.iﬂaﬂ ...... .......... ST R ........ S camrzamanas ......... T LI
y lenguaje matematico. : ' ;

L

l EVALUACION DIAGNDOSTICA 9.1

1. Observa las graficas y completa la tabla con sus caracteristicas.
AY

Caracteristicas

Dominio

Rango
Continuidad
Concavidad

Monotonia

Méximos y minimos relativos

Simetria
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l ]11 aficionado de baloncesto toma cuatro fotografias seguidas de un tiro espectacular de su estrella fa-
vorita. La figura de abajo muestra los cuatro momentos, jusio el instante en que da un salto vertical
y las otras muestran la pelota en tres momentos diferentes despues de haber sido lanzada hacia la canasta.

Podemos plantearnos varias interrogantes:

« ;Qué modelo matematico describe la trayectoria de la pelota?

» ;Desde que altura lanzo la pelota?

« ;Cual es la altura maxima que alcanza la pelota?

« Sino estuviera la canasta, ja que distancia del lanzador chocaria la pelota con el piso?

Funcion cuadratica

Podemos dar respuesta a estas y otras preguntas, usando la funcion cuadratica para modelar el ftiro
parabolico, para ello necesitamos conocer tres puntos cuyas coordenadas son la distancia recorrida por
la pelota y su respectiva altura. Estas las podemos determinar superponiendo en la imagen anterior un
plano cartesiano, como se muestra en la figura siguiente.

Vi

g

i B D.-"'”

Altura (unidades)

| L i i L i L i i i | : J 4 }_
X

i I i i i
‘1) # + + + + 1 + + + + + + + + + +

L Distancia (unidades)

De la primera fotografia, conocemos el punto donde salto el jugador, por lo que podemos medir la
distancia real hasta la canasta (aproximadamente 16 metros). En la foto, dicha distancia la partimos en 16
partes iguales (una unidad representa un metro) y para la altura, usamos la unidad obtenida. Luego, esti-
mamos la distancia y altura de la pelota en las fotografias. Las coordenadas son: (2, 3.1), (5, 3.7) y (15, 3.3).

Este problema se conoce como “Ecuacion de la parabola que pasa por tres puntos”. Para obtenerla,
sustituimos cada par ordenado en v = ax’ + bx + ¢, luego, resolvemos el sistema de ecuaciones de 3 = 3

y calculamos los coeficientes a, b y ¢, mismos que sustituimos en la funcion f{x) = ax’ + bx + ¢, pues
recordemos que v = f{x).

Sistema de 3 = 3 Solucion aproximada Funcion cuadratica
[3,1=4n+zb+c a=—0.0184

3.7=25a+5b+c b=0.33 flx)=—-0.0184x2 + 0.33x +2.52
l3.3=225a+ 15b+ ¢ c=252
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Con la funcion obtenida podemos responder las preguntas planteadas.

En Pensamiento Matematico IT estudiaste que las funciones cuadriticas, son funciones polindbmicas
que se caracterizan por tener la forma general f{x) = ax* + bx + ¢, donde a, b y ¢ son constantes, denomi-
nados coeficientes de la ecuacion, y a # 0. Estas funciones foman su 4y
nombre del termino cuadratico ax® presente en su expresion, el cual es '
el responsable de generar la curvatura (parabola) en la grafica de esta. 4+

Esta funcion se caracteriza por ser un polinomio de segundo gra- =
do. que tiene como funciéon base a f{x) = x% y es conocida como la
funcion cuadratica basica. Su grafica se muestra en la figura de la 2+
derecha.

El dominio de esta funcion es la recta real, Df:{-m-. +a0); esto quie-
re decir que la funcién cuadritica basica estd definida para todo xeR.

Por su parte, el rango (o tambien recorrido) de la funciones v = 0.
R.:[0, +aoo); esto quiere decir que cada xeD,tiene una imagen en la par- 5]
te no negativa del eje y. Tiene una propiedad interesante, la simetria:
el eje de simetria es una recta vertical que divide la funcion en dos partes iguales (en este caso, el eje v).
Esta funcion se caracteriza por ser continua en todo su dominio, esto quiere decir que para hacer su
grafica solo se requiere de un trazo, ver la grafica de arriba.

Sia=0 Punto mas alto
Vih, k) Siempre que graficamos una funcion cuadratica aparece una de
\./ las dos formas como en la siguiente figura,
. /.\ Nota que si Eje de simetria Eje de simetria
Punmﬂrf:{éi]baju S a >0, debemos x=h x=h
ot identificar las . AV . AV
coordenadas del punto mas bajo de la pardbola o si : k) |
a < 0, las coordenadas del punto mas alto. Dicho pun- L '
to recibe el nombre de vértice y se denota por ¥, k). A
Observa las graficas a la derecha. Estas tienen ¥ = '-._-

puntos simeiricos respecto a una recta vertical que \ :
pasa por el vértice ¥, k). La ecuacion de dicharecta Vb k) :
es x = h vy se llama eje de simetria. ' '

Contraccion y dilatacion de una funcién cuadratica basica f{x] = x®

A la funcion cuadratica f{x) = x° la llamamos funcion cuadratica basica, debido a que el resto de las fun-
ciones cuadraticas son transformaciones de esta. Una transformacion de esta funcioén forma una familia
de funciones cuyas graficas muestran una o mas caracteristicas similares.

Analizaremos la familia de graficas de la funcion g{x) = ax*, con a # 0. Observa que esla es una trans-
formacion de f(x) = x°. Se sugiere usar las aplicaciones Desmos o GeoGebra para analizar el efecto que
surte el valor numeérico de a en la grafica de fix) = x.

La contraccion, dilatacion o reflexion de f(x) = 2, son conceptos que permiten describir la grafica de
la funcién después de haber sufrido una transformacion de la forma g(x) = ax’.

La contraccion (se estrecha) de la grafica de f{x) = »%, es una
transformacion que mantiene el vértice de la grafica de f fijo,

R 9.1. Con- : ; g
Ea,:cmn % la pero la hace mas angosta, como consecuencia de multiplicar cada
funcion cuadrati- coordenada y de cada par ordenado (x, y) de / por un valor de a,
ca basica. tal

. alquea> L
Fueme: Parzibyte ) )
2025. En el codigo QR 9.1 puedes apreciar como se contrae la grafi-

ca para diferentes valores de a > 1.

Temas selectos de matermaticas | Qg |



La dilataciéon (se ensancha) de la grafica de f{x) = x°, es una

transformacion que mantiene el vertice de la grafica de f fijo, QR 9.2. Dilata-

pero la hace mas ancha, como consecuencia de multiplicar cada cién de la fun-

coordenada y de cada par ordenado (x, v) de f por un valor de a, Eg;?c;“mm“

talque 0 <a <1 Fuente: Parzibyte
2025.

En el codigo QR 9.2 puedes apreciar como se dilata la grafica
para diferentes valores de a, 0 <a <L

Ejemplo formativo 9.1

1. Grafica las funciones g(x) = %ﬂ v h(x) = 3x° junto con la funcién cuadratica basica fix) = x* y
describe, como la grafica de cada una es una transformacion de la grafica de la funcion basica.

Resolucion

hx)=3x flx)=x glv)= %x:

Tomando como referencia la grafica de £, en la figura de la izquierda:

» La grafica de /i es mas angosta que la de f. Cada par ordenado (x, v) de f se transforma en
el par (x. 3p).

» La grafica de g es mas ancha que la de f. Cada par ordenado (x, v) de f se transforma en

el par ordenado (x, j?_v},

A cada punto de la grafica flx) = x* le correspon- A cada punto de la grifica fix) = x* le co-
de un punto directamente abajo en la grafica de  rresponde un punto directamente arriba
glx) = X" Para cada v. la coordenada yenges enlagrafica de h(x) = 3x". Para cada x, la
3 coordenada v en g es exactamente el triple

de la coordenada y correspondiente en f.
o 1 Es decir, la grifica de /i la obtenemos por

obtenemos por una dilatacion en un factor de 3 de  yna contraccion en un factor de 3 de la gra-

la grafica de f{x) = x> fica de fix) = x~.

exactamente la tercera parte de la coordenada v
correspondiente en f. Es decir, la grafica de g la

Tengamos en cuenta que la operacion que realizamos para la dilatacion de la grifica de fix) =x"es la
multiplicacion por un valor de a, tal que 0 <a < | y para la contraccion, por un valor de a > 1. Dos carac-
teristicas de la familia de funciones cuadraticas g{x) = ax’, es que todas tienen el mismo vértice y abren
hacia arriba, con la diferencia de que, conforme a disminuye, la forma de la grafica se hace mas ancha
y conforme el valor de @ aumenta, se hace mas angosta (puedes utilizar también la aplicacion Desmos
para verificarlo).
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Contraccion y dilatacion de la funcion cuadriatica basica fix) = x2

= i

La grafica de g(x) = ax" ha sufrido una

dilatacion por un factor a, si

0<g<l1

fMx)=a2

Se acerca al eje ¥
enun factor g

Hemos analizado el comportamiento de la
arriba.

Reflexion de la funcion f{x] = x®

Y4 4 e(x) = ax?

contraccion por un factor a, si
a>1

glx)=ax?

b ¥y 4 )
. ) =x

Se aleja del eje x
en un factor o

familia de graficas g(x) = ax’. con a > 0 que abren hacia

sobre el gje x

La reflexion de una grafica de la forma g(x) = ax’, con « > 0 sobre el eje x, es una transformacion que
mantiene el mismo vértice y forma de la grafica de g, pero cada coordenada y de cada par ordenado

(x, v) de g, es sustituida por su opuesto —y.

Ejemplo formativo 9.2

(2,-4)

IJE_T} =

1. Grafica las funciones f{x) = x* y l(x) = —x*. Describe como la grafica de hi(x) = —x* es una
transformacion de la grafica de la funcion basica.

Resolucion

dfix) = Observa en la grifica de la izquierda que /i es una reflexion de

la grafica de f'sobre el eje x. debido a lo siguiente:

Las coordenadas del par ordenado (2, 4) de flas determinamos

elevando x = 2 al cuadrado vy obtenemos su valor
correspondiente y = 4. Para el par ordenado (2, —4) de
I, elevamos x = 2 al cuadrado, luego, encontramos el
opuesto de 4 y obtenemos su valor cormrespondiente y =
-4,

Esto da una correspondencia entre los pares ordenados de f'y

los de /1. Por lo que, para cada par ordenado en la grafica
de f hay un par ordenado correspondiente directamente
debajo de €l en la grafica de h, y estos pares ordenados
estdn a la misma distancia del eje x. Cada para ordenado
(x, ¥) de f se ransforma en el par (v, —v).

QR 9.3, Reflexion

de la funcion cua- En el codigo QR 9.3 puedes apreciar la transformacion corres-
GIticn bases. pondiente a la reflexion de la funcion cuadrética f{x) = x%.

Fuenre: Parzibyte

2025.
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Sireflejamos ahora las funciones g(x) = %,-rl y I(x) = 3z’ sobre

el eje x, obtenemos las funciones n{x) = —1?1:3 v ou(x) = =312,

respectivamente, como se muestra en la figura siguiente.

Para cada par ordenado (x, 1) en la grafica de g, hay un par
ordenado (x, —v) directamente debajo de él en la grifica de w, y
estos pares ordenados, estan a la misma distancia del eje x. La
grifica de w es una reflexion de la grafica de g sobre el eje x.

- De la misma forma, la grafica de v es una reflexion de la grafi-
3% cade /i sobre el eje x (en la aplicacion Desmos, grafica g(x) = ax*
v h{x) = —ax’, para a > 0 y contrasia los graficos,

vix) =3 wix) =

Hemos visto que en la funcion g(x) = ax’, con a > 0, el valor de a indica como la grafica g difiere de
la grafica de la funcion basica f{x) = x°, es decir:

« Si0<a<1,]lagrafica de g es una dilatacién de la grafica de f'en un factor a.

* Sia> 1, lagrafica de g es una contraccion de la grafica de f'en un factor a.

Por nltimo, la grafica de ii{x) = —ax’ es una reflexion sobre el eje x de la grafica de g(x) = ax’.

Ejemplo formativo 9.3

1. Determina una funcioén cuadritica de la forma g(x) = ax’, si su grafica pasa por el punto A(1, 3).
Resolucion

Como A(1, 3) pertenece al grifico de g(x) = ax’, se cumple que 3 = a(1)* de donde a = 3, luego, la
funcion es g(x) = 3x7,

Actividad formativa 9.1 ]

1. Grafica cadauna de las siguientes funciones mediante el uso de la aplicacion Desmos. Determina
su dominio y rango.

Funcién Dominio Rango
Jix)=—x2
Ix) = 5x°
flx)=x?
wix)=-0.2x
rix) =—10x
2. Determina una funcién cuadratica de la forma g(x) = ax®, cuyo grifico pasa por el punto:
a) A(l,2 b) B(-3,-3)
¢) €(45,4) d) D(2,-3)

a

3. Sea la funcion flx) = .
a) Traza el grifico de la funcidn para —4 <x <4.
b) Determina el conjunto imagen (rango).
¢) Analiza la monotonia para —4 < x < L.
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Traslacion horizontal y vertical de la funcién cuadratica

Comprender la familia de graficas de la funcion cuadratica basica f(x) = x°, facilita su representacion
y exploracion grafica, como vimos, al aplicarle la transformacion g(x) = ax*. A continuacion, veremos
dos transformaciones, la traslacion vertical g(x) = x* + k y la traslacion horizontal g(x) = (x — h)* + k,
con Fih, k).

Traslaciones verticales

El efecto de la transformacion vertical g(x) = x* + k, es que traslada la grafica de la funcion cuadratica
basica en la direccion del eje v, segin el valor de k-

Si k=0, la grafica de f se traslada & unidades hacia arriba.
Si k<0, la grafica de f se traslada | k| unidades hacia abajo.

Ejemplo formative 9.4

l. Grafica las siguientes funciones junto con la funcion cuadratica basica. Describe como cada una
de las graficas es una transformacion de la grafica de la funcion f{x) = x*.

a) glx)=x'+3
b) gix)= »—4
Resolucion

a) Grificas de filx)=x>yg(x)=x>+3 b) Grificasde flx)=x 'y g(x)=x'—4
Yy v

A B4 45
Iu Iu
i. 5 IP
® ®
1.| ]?[ ﬂ ¥ Ja']
v3u i

De la funcion g, k = 3, por lo que cada  Observa que g(x) = x* — 4 = »° + (-4). De la
punto (x, y) de la grafica de f se traslada  funcion g, k= —4, por lo que cada punto (x, v) de la

tres unidades hacia arriba. grafica de f se traslada cuatro unidades hacia abajo.
Cada par ordenado (x. v) de f'se transforma  Cada par ordenado (x, ) de f se transforma en el par
en el par ordenado (x, y + 3). ordenado (x, y—4).

QR 94 Re Asi pues, una traslacion vertical solo afecta la posicion ver-

fexién de i tical de la grafica, manteniendo su forma y tamafio original, lo
funcién cuadriti- cual puedes observar en el QR 9.4, para diferentes valores de k.
ca basica,

Fuente. Parzibyte

2025.
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Traslaciones horizontales

El efecto de la transformacion honzontal g{x) = (x — I}, es que traslada la grafica de la funcion cuadratica

basica en la direccion del eje x, segiin el valor de h:

« Si />0, lagrafica de [ se traslada /i unidades hacia la derecha.

» Sih<0,lagrifica de f se traslada | 1| unidades hacia la izquierda.

1. Grafica las siguientes funciones junto con la funcion cuadratica basica. Describe como cada una
de las graficas es una transformacion de la grafica de la funcion flx) = x*.

a) glx)=(x-4)
b) glx)=(x+2)

Resolucion

a) Graficasde flx)=»"y glx)=(x-4) b) Graficasde f(x) =x° y g{x) = (x + 2F

AY

X

00,0y w4, 0) 6
Y

1

De la funcion g, i = 4, por lo que cada gx)=(x+2P=(x-(-2)".

punto (x, v) de la grafica de f se traslada
cuatro unidades hacia la derecha. Es decir,
cada par ordenado (x, y) de f se transforma
en el par ordenado (x + 4, ).

En resumen, una traslacion horizontal es el desplazamiento de
la grafica a lo largo del eje x, hacia la derecha o izquierda. sin mo-
dificar su forma original. Es decir, se realiza sumando o restando
el valor de una constante / a la variable independiente x dentro de
la funcién. En el codigo QR 9.5 puedes observar esta transforma-
cion para diferentes valores de /.

Combinando transformaciones

De la funcion g, 1 =2, por lo que cada punto (x, v)
de la grafica de f se traslada dos unidades hacia la
1zquierda. Es decir, cada par ordenado (x, v) de /' se
transforma en el par ordenado (x — 2, y).

B 9.5. Trasla-
cion de la fun-
cion cuadritica.
Fuenie: Parzibyte
2025,

Ahora veremos la transformacion g(x) = a(x— ) + i, donde /i y k son las coordenadas del vértice F{h. k)
de la parabola. Vamos a graficar una funcion que contiene mas de una transformacion, para ello te suge-

rimos utilizar la siguiente estrategia.
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Estrategia para graficar la funcién g(x) =a(x - )* +k

Para graficar g(x) = a(x — i + £, inicia con la grafica de g(x) = x* y luego, realiza las transforma-
ciones en el siguiente orden:

1. Traslacion horizontal (a la derecha si /i >0 o a la izquierda si /1 < 0)
2. Contraccion o dilatacion (dilatacion si 0 <o < | o contraccion sia > 1)
3. Reflexion sobre el eje x (sl @ es negativo)

4. Traslacion vertical (hacia arriba si & = 0 o hacia abajo si & < 0)

Ten en cuenta que no importa el orden en el que apliquemos la reflexion sobre el gje x, la contraccion
o la dilatacion, lo que importa, es que apliquemos al ultimo la traslacion vertical.

Por ejemplo, si la funcion f{x) = x° es reflejada sobre el eje x v luego trasladada tres unidades hacia
arriba, la ecuacion es g{x) = —x + 3.

Pero si la grafica de la funcion f{x) =" es trasladada tres unidades hacia armriba, y luego reflejada so-
bre el eje x, la ecuacion es g(x)} = —(x? + 3) =—x* — 3. Como vimos, un cambio en el orden de aplicacion

de las transformaciones produce ecuaciones diferentes. .
P Grafica de flx) =x*

Para determunar la ecuacion de la funcion cuadratica y sus AV
propiedades, es suficiente conocer tres de los puntos por donde A 3 4 £
esta pasa, pero, para efectos de graficar una funcion de la forma u,_, i i |z L/
g(x)=a(x —h)*+ k aplicando a la grafica de f{x) = »? las transfor- ,,: =G R il /
maciones vistas, utilizamos cinco puntos de la funcién cuadratica \ /
basica, que se ilustran en la grifica de la derecha.

A confinuacion, veamos como relacionar las transformaciones =t / "
con las coordenadas de los pares ordenados (x, v) de /'y el efecto
que estas surten en ellos para obtener los pares ordenados de g. #(0, 0)

Ejemplo formativo 9.6

I. Grafica la funcion g{x) = 2(x — 3§ — 5 aplicando transformaciones a la grafica de la funcion
Six)=x%

A

=y

Resolucidon
Ge In gmticn | hortzontal  1n | Contmeeitn | TREIC | Gt gréfcn
de f derecha /i = 3 e abajo k = -3 de g
(x,v) (x+h,¥) (x+hay) |x+ha+8B) | (x+h,av+k)
0. 0) 3. 0) F(3,0) H3,0-5) Fi(3,-5)
(1. 1) (4, 1) (4, 2) 4,2-5) (4, -3)
(-1.1) (2, 1) (2,2) (2,2-5) (2,-3)
(2,4) (5. 4) (5, 8) (5,8-5) (5, 3)
(-2.4) (L.4) (1, 8) (1.8 -5) (1.3

La grafica de f{x) = x* se traslada tres unidades a la derecha, se contrae en un factor de 2 y se
traslada cinco unidades hacia abajo, como se muestra en la grafica anterior.
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Actividad formativa 9.2

I

Grafica la funcion g(x) = —(x + 4) + 3 aplicando transformaciones a la grafica de la funcion
[f(x)=x". Describe como cada una de las graficas es una transformacién de la grafica de la funcion
cuadratica basica,

Resolucion
g{-f} =—(x+ 4)‘1 +3=—(r— {__4}}; 43

Coordenadas Traslacion Reflexid Traslacion Coordenadas || Graficas de fix)=xy
de la grafica | horizontal a la Lei emm::enl vertical hacia | de la grafica || glx)=—(x+4)1+3
de [ izquierda h=—4 L s arriba k=3 deg
(x5 (x+h ¥ (x+ h, ay) (x+har+hk) | (x+hav+ k)
V(0,0)
(L1)
(—=LI)
(2.4)
(-2.4)
La grafica de f{x) = x’ se traslada unidades a la , se refleja sobre el eje x y se
traslada unidades hacta .

Actividad formativa 9.3

1.

Grafica la funcion g(x)=(x—4) + 1 aplicando transformaciones a la grafica de la funcion flx)=x".

Describe como cada una de las graficas es una transformacion de la grafica de la funcion cuadratica
basica,

Resolucion
a=__ . h=__ _vk=___
Coordenadas Coordenadas Grafica las funciones flx) =¥ y glx) =({x—4)* + 1
de la graficadef | delagrificadeg
(x, ) (x+hav+ k)
10, 0)
(L 1)
(-1 1)
(2, 4)
(-2, 4)
La grifica de f{x) = x* se traslada ____ unidadesa la y unidad hacia

Actividad formativa 9.4

|

Grafica cada funcion aplicando transformaciones a la grafica de la funcion flx) = 2. Describe
como cada una de las graficas es una transformacion de la grafica de la funcién cuadratica basica.

a) glx)=-2x2+7
b) g{x}=%[x+3}3
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&°IE EVALUACION FORMATIVA 9.1

De las funciones siguientes, identifica cual responde a cada una de las graficas.

4

3.

a) fix)=2(x—-1Y+3

g(x)=—2(xr+3) -1

¢) hlx)=2(x+32-1

d) wix)==2(x=1P + 3

) E

2

¥

Grafica cada funcion aplicando transformaciones a la grifica de flx) = x".

a)
b)
c)
d)
e)
f)

Dada la funcion g(x)=—x"—4x-5:
a) Exprésala en la forma flx)=a(x— I} + k.

b) Precisa el dominio y rango de la funcion f.

hMxy=x2-3

()= (v— 47
hx)=(x—1)*+2
wx)=—(x+2F-1
g(x)=2x-2y-1

wx)==-05(x+2)+2

¢) Determina el vértice y las intersecciones con los ejes coordenados.

d) Graficala aplicando transformaciones a la grafica de la funcion fix) = x=.

Se lanzan dos bolas al aire. La trayectoria de la primera bola AV

se representa en el grafico de la derecha. La segunda bola se
lanza 1.5 pies mas alto que la primera bola y después de tres
segundos alcanza su altura maxima 3 pies mas abajo que
la primera bola. Escribe una ecuacion para la trayectoria
de la segunda bola. ;Las bolas golpean el suelo al mismo
tiempo? Si es asi, jcudnto tiempo duran las bolas en el aire?
Si no es asi, ;qué pelota golpea primero el suelo? Explica tu

razonamiento,

& (3.56.55)

g 40 // \\

5 \\

=
20

<70 \

(0]5) AL

T:ff 2 4 6 ¥

Tiempo (segundos)

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 9.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna. la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeno en el proceso para el
aprendizaje de la progresién de aprendizaje 9. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion,

Desempeio E’:j 1lngmcm Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comumicacion faverable para el aprendizaje connus com-

paiieros,

Particips achvamente con ideas para 1a toma razonsda de decisiones.

gmmhui colnbombvamente & Ia retroalimentacion de dudas de mis compa-
CTOG.

Idﬂuglﬁugué' iedades de Ja fimeion enadritica a partir de su representacion

con mggl. (M3-CT)

Vi ué como los cambios en los coeficientes afactan la forma y posicion de
la prafica de uma funcién cuadritica, (M3-C2)

Determiné diferentes vias de solucionar problemas aplicando las fimeionss
cuadriticas. (M4-C3)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo. que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu des-
empeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 9 y que responda con honestidad
la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

S lea Bueno Sobresaliente

Desempeiio

Propicid mn clima de commmeacidn favomble pam 2] aprendizaje con mis
COmpAienos.

Participd activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Conmbuyd colabomtivaments a la retroalmentacion de dodas de sus com-
patierns

Identifico propredades de la funeién cuadratica a partir de su representacion
con graficadores (M3-C1)

Verificd como los cambios en los coeficientes afectan la forma v posicidn de
la grafica de una funcidn cusdratica. (M3-C2)

Determund diferentes vias de solucionar problemas aplicando las funciones
cundriticas (M4-C3)

Nombre ¥ firma de guien coevaliia
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Funcion potencia

>
|I X
-3

Progresion de aprendizaje 10

Analiza el comportamiento de las funciones potencia para diferentes exponentes, v crea un conjunto de proble-
mas que demuestren la aplicacion de las funciones potencia en fenomenos naturales y sociales.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

M3-C1 Comprueba los procedimientos usados : A
&0 12 resoliicitn dé problemas BHlizando: die foo- 3o ————
versos métodos, empleando recursos tecnolo-

gicos o la interaccion con sus pares. PH i : '

M4-C3 Construye y plantea posibles solucio- | 5 -. i
nes a problemas de dreas de conoecimiento, S e e L
recursos sociocognitivos, recursos socioemo- : C
fiﬂﬂﬂlﬁﬂ y de =1 eﬂmm‘ e,nlplemdn téfﬂjﬂaﬂ é'.......'.......................... AR R T TP PTRR g LN PSS et (AT | T TP e PRI i L Bt it
y lenguaje matematico.

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas. | A &
descubrimientos o procesos en la solucion de :
un problema tanto tedrico como de su entorno. :

| EVALUACION DIAGNOSTICA 1D.1

Selecciona la respuesta correcta.

1. Sif{x)=x" entonces f{—3) es igual a:

a) -9

b) 27

c) =27

Dada la funcion f{x) = x%, f(x + 1) es igual a:
a) ¥+1

b) 2x+ 1

€) ¥+2x+1

[
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3. Dada la funcion f{x) = —x su representacion grafica es:
a) Una parabola
b) una recta
¢) Ninguna de las dos anteriores

4. La poblacion de una bacteria crece por horas segun la funcion P(#) = 3#. Despueés de dos horas la
poblacion de la bacteria es:

a) 24
b) 48

Eu una fabrica de bolas navidefas de diferentes tamafios quieren determinar las dimensiones de las
cajas de embalaje de las bolas que fabrican, para lo cual requieren precisar el volumen que abarca
cada tipo de bola navidena.

El volumen que abarca un globo esférico estd en dependencia del radio de la esfera. Como conoces, el
volumen de una esfera esta dado por la expresion V'= %—]1’."3. En la medida que el radio sea mayor o menor
el volumen de la esfera también crece o decrece, es decir el volumen es dependiente del valor del radio.

Funcion potencia

La situacion anterior es representativa de una clase especifica de funciones, la funcion potencia. Ante-
riormente has estudiado la funcion cuadratica f{x) = x° y la funcion cubica f{x) = x* que son casos espe-
cificos de la funcion potencia. Veamos ahora su expresion mds general.

Funcion potencia

La funcién potencia es una funcion de la forma f{x) = k", donde x es la variable independiente,
ky n son niimeros reales diferentes de cero, siendo n el exponente.

Son también ejemplos de funciones potencia las siguientes:
fAx) =3 flx)= %J:J.ﬂ:r} = —2x4,

Las funciones potencia estin presentes en diferentes contextos, asi como en diversas leyes y formulas
cientificas. Por ejemplo:

« Area de un circulo: A(r) =17, donde k=7 v el exponente es 2.

*  Volumen de una esfera: Fir) = %m-—". donde k = %'.‘E y el exponente es 3.

« El volumen ¥V de un gas a temperatura constante, es inversamente proporcional a la presion p,
lo cual se escribe Fip) =% = kp~!, donde k es una constante, p la variable y el exponente es —1.

* Ley de la gravitacion universal: dados dos cuerpos de masa m, y m,, entonces la fuerza de gra-
vedad entre ellos esta dada por F(r) = Gﬂ% donde G es la constante de gravitacion universal,

r la variable y -2 el exponente.

* Ley de Hooke: la fuerza ejercida por un resorte es proporcional a la distancia que se estira o com-
prime. F(x) =kx, donde F es la fuerza, k es la constante de elasticidad del resorte, x es la distancia.
En este caso el exponente es 1.
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Si bien hemos considerado en la definicion de la funcion potencia que el exponente es un numero
real, vamos a concentrarnos en los casos en que el exponente es un nimero entero, para estudiar sus pro-
piedades. El dominio de estas funciones y su rango. asi como otras propiedades dependen del valor del
exponente y para ello vamos a considerar las diferentes posibilidades para el exponente y auxiliarnos de
la representacion grafica correspondiente cuando el factor & = 1, es decir para la funcion fix) = x".

Representacion gréafica y propiedades de las funciones potencia
Funcion potencia de exponente entero positivo par
Este es el caso de las funciones
fAixy=x3 fix)=x filx) =x5...

cuyas grificas, de las tres primeras, aparecen en la
figura de la derecha.

De la figura, independientemente del valor del ex-
ponente, se pueden apreciar las siguientes propiedades:

+ El dommio de estas funciones es el
conjunto de los nlimeros reales M.

* El rango de estas funciones es el conjunto

de los niimeros reales que pertenecen al
mntervalo [0, +o0), .

*  Son funciones pares, es decir f(x) = fl—x);
por tanto, son simétricas respecto al eje v,

Tienen como finico cero x = 0, forma de “U” y en la medida que el exponente aumenta los
valores de f(x) se acercan mas al eje x, es decir la curva se hace mas “aplastada™ y la“U”
se hace mas estrecha,

Son decrecientes en el intervalo (-0, 0) y crecientes en (0, +x).
* En estos casos, en que k = 1, todas contienen los puntos (-1, 1) y (1, 1).

Cuando se considera f{x) = kx" con 0 < k < |, la grifica de la funcién se expande, haciéndose mas

amplia (se aleja del eje v). Sik = 1, la grafica de la funcion se contrae, haciéndose mds estrecha (se acerca
al eje y).

Ejemplo formativo 10.1

. Andlisis de las propiedades de la funcion f(x) = k", 24
con n par y k negativo.
Resolucion :' ; ~ ? N~ '2 ‘ul -
Para ello analizaremos casos especificos. /_ AR \ ;
] L v, p— a2
La figura de la derecha muestra la representacion '-‘"3" i fo)y=-3x
grafica de las funciones / ] \ \
— 3 ' a4l :
Silx)= —l.r ; B ; 4 : \
=l ] ¥
N / I W
flx)=—4x. i B | )
Y ' k \
fix)=—4dx? flx) = x°
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Respecto a las propiedades se puede infenr que:

El dominio de estas funciones es el conjunto de los nimeros reales .

El rango de estas funciones es el conjunto de los niimeros reales que pertenecen al
intervalo (o, 0].

Son funciones pares, es decir, f{x) = f(—x): por tanto, son simétricas respecto al eje v.
Tienen como tnico cero x =0 y forma de “17"" invertida.

Son crecientes en el intervalo (—w, 0) y decrecientes en (0, +wx)

En estos casos, en que k = -1, todas contienen los puntos (-1, —1) y (1, —1).

Cuando se considera f{x) = kx" con -1 < k < 0, la grafica de la funcién se expande,
haciéndose mas amplia (se aleja del eje v). St k < -1, la grafica de la funcion se contrae,
haciéndose mas estrecha (se acerca al gje y).

Funcion potencia de exponente entero positivo impar

Este es el caso de las funciones

flxy=23, flx) =, flx) =x"....

cuyas grificas, de las tres primeras, aparecen en la figu- flx) =

ra de la derecha. AV

De la figura, independientemente del valor del expo- 3+ H
nente, se pueden apreciar las siguientes propiedades: ;,’ fx) = 3
&

El dominio de estas funciones es el conjunto [
de los nimeros reales 9. 14

El rango de estas funciones es el conjunto de
los nimeros reales que pertenecen al intervalo
(—o0, +o0).

Son funciones impares, es decir, f{x) =—f{—x);
por tanto, son simétricas respecto al origen
del sistema de coordenadas.

Tienen como tnico cero x =0, ¢f Y
Son crecientes en el intervalo (-, +0), es decir en todo su dominio.
En estos casos, en que &k = |, todas contienen los puntos (—-1.—1) y (1, 1).

Cuando se considera f(x) = kx" con0 < k < 1, la grafica de la funcién se expande, alejandose
del eje v. S1 k> 1, la grafica de la funcién se contrae, acercandose al eje v, como puedes
comprobar dibujandolas con un graficador como Desmos o GeoGebra.

Puedes apreciar visualmente un resumen de lo tratado anteriormente consultando el video a traves del
codigo QR 10.1. donde observaras como se grafica la funcién potencia para k= 1.
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Actividad formativa 10.1 ]

1. Analiza el efecto de considerar k < 0 en la funcion f{x) = kx", con n entero positivo impar, y para
ello uiiliza GeoGebra o Desmos para representar las graficas de las funciones

flx)==x3, flx)==x5, flx)==x" y flx)==2*

.Qué aprecias respecto a las graficas de f{x) en relacion con sus propiedades?

Funcion potencia de exponente entero negativo par
Este es el caso de las funciones

cuyas graficas, de las tres primeras, aparecen en la figura
de la derecha.

De la figura, independientemente del valor del exponente,
se pueden apreciar las siguientes propiedades:

} i) =x

L
i
1

JE =xk x)y=x fix)=x%..

|
-
e

Ax) =

S S S e

[
—— e = ===

El dominio de estas funciones es el conjunto de
los nimeros reales excepto el 0, es decir R\ {0}.

El rango de estas funciones es el conjunto de
los niimeros reales que pertenecen al intervalo
(0, +o0). 2 -1 0 I

et
e

Son funciones pares, es decir f{x) = f{—x); por tanto, son simétricas respecto al eje y.
No tienen ceros.

Son crecientes en el intervalo (—oo, 0) y decrecientes en el intervalo (0, +oo).

En estos casos, en que k = 1, todas contienen los puntos (-1, 1) y (1, 1).

Cuando se considera f(x)=kx"con0 < k< 1, la grafica de la funcion se contrae, acercindose
al eje v, Si k> 1, la grafica de la funcion se expande, alejandose del eje v, como puedes
comprobar representandolas con un graficador como Desmos o GeoGebra.

Actividad formativa 1 D.Ej

1. Unliza GeoGebra o Desmos para representar las graficas de las funciones

f=—x2 fy=—x% f)=—x*y fi)=-s"

;Que diferencias aprecias respecto a sus propiedades con relacion a cuando se considera k > 07

m— Puedes apreciar visualmente un resumen de lo tratado ante-
ooy riommente escanea el codigo QR 10.2.
1 par negativo.

Fuenre: Parzibyte
2025,
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Funcion potencia de exponente entero negativo impar va Ejﬁﬂﬂ =x-1

Este es el caso de las funciones
JIx)=x"3 flx)=x3, flx)=x",... 3t
cuyas graficas aparecen en la figura de la derecha.

Six)y=x-

-
LT T e

De la figura, independientemente del valor del exponente, =
se pueden apreciar las siguientes propiedades:

« El dominio de estas funciones es el conjunto de I
los niimeros reales excepto el 0, es decir R\ {0}.

* El rango de estas funciones es el conjunto de los
numeros reales excepto el 0, es decir R \ {0},

* Son funciones impares, es decir f(—x) = —flx):
por tanto, son simétricas respecto al origen de
coordenadas.

*» No tienen ceros.

*»  Son decrecientes en todo su dominio.

» En estos casos, en que k = 1, todas contienen los puntos (—1.—1) y (1, 1).

= Cuando se considera f{x) = kx" con k > 1, la grafica de la funcion se expande, alejandose
del eje v. S1 0 < k < 1, la grafica de la funcion se contrae, acercindose al eje v, como
puedes comprobar representandolas, con un graficador como Desmos o GeoGebra.

Actividad formativa 10.3 ]

1. Utiliza GeoGebra o Desmos para representar las graficas de las funciones
fx)==x3 flx)=—x3 Ax)=—x"y fx)=—x"
;Que diferencias aprecias respecto a sus propiedades con relacion a cuando se considera k > 07

Puedes apreciar visualmente un resumen de lo tratado anteriormente escanea el codigo QR 10.3.

QR 10.3. Video
sobre fix)=v,

I impar negativo.
Fuente: Parzibyte
2025
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Actividad formativa 10.4
1. De acuerdo con los casos estudiados anteriormente completa la siguiente tabla con las propiedades
fundamentales de la funcion potencia.
En los casos necesarios subdivide las casillas, como aparece en los ejemplos.
Propiedades Exp:upeutc n Expg:-nrpte n Ex pu:lzt:nte n Exp onente n
de positivo par positivo impar negativo par negativo impar
o=k [ g0 | k<o | k>0 | k<0 | k>0 [ k<o k>0 k<0
Un ejemplo Six)=0.2¢*
Dominio R R\ {0}
Rango R~
Paridad Par
Simetria Respecto al origen
Creciente Enx<0
Decreciente Enx<0
Asintotas No tiene
Ceros x=0 No tiene
2. (Es posible determinar propiedades que sean comunes en todos los casos? | Cuales?

Las funciones potencia tienen aplicacion en diversas esferas de la vida, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo formativo 10.2

. Unobjeto dejado caer desde una determinada altura se mueve en caida libre y recorre una distancia
que se expresa mediante la expresion d(f) = :l__,grf. donde g = 9.8 m/s" es la aceleracién que ejerce

la gravedad sobre todos los cuerpos. Si se deja caer un objeto desde una altura de 150 metros, ;a
que altura estara a los 4 segundos de estar cayendo?

Resolucion
La expresion d(r) = — g." representa una funcion pmenm& en la que k= -g es constante, t es la
variable y 2 el expm:ente Asi, para =4, se tiene d(4) = —g 4'=98- {S] =78.4.

A los cuatro segundos ha recomido 78.4 m., por tanto, se encuentra a una altura de
150 m-784m="71.6m,

Ejemplo formativeo 10.3

1. Laresistencia R en kg de una viga es proporcional al cuadrado de su grosor.
a) Encuentra una expresion que represente la funcion descrita anteriormente,

b) Si para un determinado material la constante de proporcionalidad es 0.7 kg/cm?, determina la
resistencia de una viga de ese material de 5 cm de grosor.
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Resolucion

a) Sisrepresenta el grosor de la vigay R la resistencia, entonces la proporcionalidad se describe
por la funcion potencia dada por R(s) = ks-,

b) Sik=0.7 kg/cm®, entonces para una viga de 5 cm de espesor
R(5)=0.7- 5 =17.5.

La resistencia de la viga es de 17.5 kg.

Ejemplo formativo 10.4

1. El volumen de una esfera navideia es de 36z cy’. Determina las dimensiones que debe tener una
caja para empaquetar 9 de estas bolas.

Resolucion
El volumen de una esfera esta determinado por la expresion V = ;:rcr’. Por tanto, el radio

. _ [3v
correspondiente a la esferaes r =1 ax

En este caso r = 3 3?:“ =27 =3,

Cada bola navidefia tendra un didmetro de 6 cm, puesto que el diametro es el doble del radio, por
lo que 3 bolas, una a continuacion de la otra, abarcan longitudinalmente 18 cm de largo. otros 18
de altura y 6 de profundidad.

La caja para la envoltura debe medir interiormente 18 * 18 % 6 cm?.

Actividad formativa 10.5

1. Se conoce que la distancia  en metros que recorre un cuerpo en caida libre en t segundos esta
determinada por la expresion d(r) = %grz, donde g = 9.8 m/s’ es la aceleracion que ejerce la

gravedad sobre todos los cuerpos. ;Queé altura tiene un edificio si una piedra lanzada desde lo alto
tarda tres segundos en regresar a la tierra?

2. Se estd estudiando el crecimiento de una bacteria en un medio de cultivo y se ha determinado que
la cantidad de bacterias N en funcion del tiempo f (en horas) esta dada por una funcion potencia del
tipo N(r) = kt*. Se pudo medir que a los 5 minutos la poblacion se estimaba en 75 bacterias. ;Cual
serd la poblacion de bacterias del cultivo a los 20 minutos?

3. El costo total C en pesos de producir una cierta cantidad ¢ de una pieza de refaccion para una
licuadora esta modelado por la funcion potencia C{g) = kg%, donde ¢ es la cantidad producida y &
es una constante que depende de los costos de produccion y de los gastos fijos de la empresa. Si
k= 3.5, determina cuanto cuesta producir 30 piezas.
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@& $0E EVALUACION FORMATIVA 10.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. De las siguientes funciones, ;cuales son funciones potencia?

a) flx)=-+*
b) flx)=3x
c) fix)= g;e
d) fix)=3
& f)= 3
) flx)=-12x"7
2. Sin construir la grafica determina el dominio y la imagen de:
a) flx)= 3!
b) hix)=-2x"
c) elx)=3x°

3. Losingresos/en miles de pesos de una pequefia empresa de confecciones de ropa estan modelados
por la funcion potencia K1) = k', donde r es el periodo de tiempo en meses y & es una constante que
depende de las condiciones del mercado v cuyo valor varia de 0.25 en el periodo de octubre a abril
y 0.4 en el periodo de mayo a septiembre. Determina cuando son mayores los ingresos al cabo de
un afio, si en los meses de inviemno o de verano.

------------------------------------ RS RS E RS PTEEE SRR EE RS PSR R R EEER RS R RS R R E R RS RS
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Autoevaluacion y coevaluacion 10.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 10. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

S e Bueno Sobresaliente

Desempeno
Propicié un clima de conmmicacion favorable pava el aprendizaje con nus
compafierns,
Parficipé achvamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

gmmtmi colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis compa-
pros:

Estudié propiedades de las finciones potencia a partir de su representacion
grifica obtemda con graficadores (M3.C1)

Planies Jsulmmms a diferentes problemas aplicando las fimeiones poiencia.
(M4-C3

Comparti con mis compafieros la forma que uiilicé para obtener las propieda-
des de las fimeiones potencia. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiero del equipo. que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu des-
empeio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 10 y que responda con honestidad
la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

de logro Bueno Sobresalients

Diesempeno

Propied un clupa de comnmicecon favorable parm el aprendizaje con ms
compaileros,

Participd activaments con ideas para la toma mzonada de decisiones.

Contnbuyd colaborativamente a la retroalmentacion de dudas de sus com-
paierns

Estudio edades de las fimcionss potencia a r de su representacion
grifica mu con graficadores. ﬂ'-i!%l} o i

Planted soluciones a diferentes problemas aplicando las funciones potencia
(M4-C3)

C 10 con sus compaiieros la forma que utilizé pam obtener las propieda-
des de las imeiones potencia. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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Funciones polinomiales

Funcion lineal Funcidn cuadratica Funcion ciibica
Jix)=2r+3 glx)=x—-4 Mx)=——2x |
Dominio | R R R j

Es una linea recta con pen- | Es una parabola con vértice en | Los términos cubicos pueden
Rango diente diferente de 0, su rango | (0, —4) y se abre hacia arriba. | tomar cualquier valor real, el
es R. Su rango es [-4. +x0). rango es R.

4V

Grafica

Progresion de aprendizaje 11

Compara las caracteristicas clave de funciones polinomiales de distintos grados, identifica patrones en su com-
portamiento y elabora problemas que muestren la aplicacion de las funciones polinomiales en fenomenos natu-
rales y sociales.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro Bueno Sobresaliente
M3-C1 Comprueba los p?ncﬂdlnﬁenms;sadm A !
en la resolucion de problemas utilizando di- C """""""""""""""""" R PR Bz ST (i e
versos métodos, empleando recursos teenold- :.5 e, TG L bt I IS,
gicos o la interaccion con sus pares, ‘H:
M3-C2 Compara hechos. opiniones o afirma- A i i 5
clonés pan-omganizarios e 6 S 16gicas fifi. ;1w st e :

les en la solucién de problemas y explicacion C
de situaciones y fenomenos. ‘H:
A

M3-C3 Aplica procedimientos, técnicas v len-

guaje matematico para la solucion de proble- --------------------------------- -------------------------------- ---------------------------------
mas propios del pensamiento matematico, de  C
éreﬂs de cﬂm:imien_to'. recursos Smincognjﬂ_ E ...... i ................................. E..................................-i .................................

vos, recursos socioemocionales y de su entomo. |

=

| EVALUACION DIAGNOSTICA 11.1

Selecciona la respuesta correcta.

1. Una funcion lineal tiene la forma general:
a) y=mx+b
b) yv=ax'+bx+c¢
c) y=ax*+ be’+eet+d

d) Ninguna de las anteriores
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La grafica de una funcion cuadratica es:
a) Una recta

b) Una parabola

¢) Una elipse

d) Un circulo

3. (Como se llama el punto donde cambia el signo de la pendiente en una funcion cuadratica?

a) Punto de inflexion
b) Rango
c) WVeértice

d) Interseccion con el eje x

4. Siuna funcion cuadratica tiene coeficiente principal negativo, ;jcomo sera su grafica?

a) Abierta hacia arriba

b) Abierta hacia abajo

¢) Abierta hacia la derecha
d) Abierta hacia la izquierda

a) fix)=2x3—-x>+3
b) glx)=-x"+4x-5
c) hx)=3x+2

d) kix)=x-6x+1

5. (Cual de las siguientes funciones es un polinomio de grado 3?7

l En progresiones anteriores exploraste acerca de las funciones lineales y cuadraticas, A continuacion,
estudiaras las funciones polinomiales con lo que ampliaras tus conocimientos previos sobre funcio-

nes y podras modelar fenémenos mas complejos pos-
feriormente.

Recuerda que las funciones lineales tienen la forma
flx) =mx+ b, sus graficas son rectas y ademas su grado
es 1. mientras que las funciones cuadraticas son de
grado 2, su forma es f(x) = ax? + bx + ¢ y sus gréficas
son pardbolas, como puedes observar en las figuras de
la derecha.

Funciones polinomiales

Cuando hablamos de funciones polinomiales, el grado
puede ser también mayor a dos, y asi como las fun-
ciones cuadraticas, sus graficas tienen caracteristicas
como dominio, rango, puntos de inflexion, maximos
vy minimos, v cambios en la concavidad.
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Sabias que...

Una funcién constante, es decir,
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Definicion de funcion polinomial
Una funcion polinomial es una expresion matematica de la forma:
Px)=ax+a _x'+++ax+a,

donde los coeficientes a,, a,_,, .... a;, a, son numeros reales y el mayor de los exponentes, n, indica
el grado del polinomio que es un nimero entero no negativo.

Por ejemplo, P(x) = 2x* — 5x* + 3x — 7 es una funcion polinomial de grado 3 y R(x) = —x*— 2x + |, es
una funcion polinomial de grado 4.

En el caso de Ii(x) =x~*+ 1 no es una funcion polinomial, dado que el exponente de la vaniable x es
negativo.

Las funciones polinomiales mas sencillas son las definidas por monomios, es decir las funciones
potencia, que ya estudiaste en la progresion anterior, por ejemplo fix) = ax?, flx) = ax*, flx) = ax’, cuyo
dominio es todo R y su rango depende de s1a es positiva o negativa; cuando el exponente n es impar, por
ejemplo flx) = ax’, f{x) = ax’, flx) = ax’, su dominio y rango siempre seran los nimeros reales.

Ejemplo formative 11.1

1. Unliza un graficador para obtener la grafica de las siguientes funciones polinonuiales y determina
su dominio y rango.

Resolucion
Funcién lineal Funcién cuadética Funcién ciibica |
| fix)=2v+3 glx)=x1-4 hx)==x'=2x
Dominio R R R

Es una linea recta con pen-

Es una parabola con vértice en

Los terminos cuibicos pueden

Rango diente diferente de 0, su rango | (0, —4) y se abre hacia arriba. | tomar cualquier valor real. el
es R. Su rango es [—4, +x). rango es R.
Grafica 4 ¥
54
4_...

]
ES
o

Todas las funciones polinomiales tienen como propiedad comun que su dominio es el conjunto de los

numeros reales R; otras propiedades dependen del grado del polinomio y del coeficiente de mayor grado
y por ianto su grafico puede tener diferentes formas y caracteristicas, las que se hacen mas diversas en la
medida que se consideran funciones de mayor grado y la cantidad de términos.
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Prop

ledades principales de las funciones polinomiales

El dominio de cualquier funcion polinomial es todo el conjunto de los niimeros reales R, ya
que podemos evaluar la funcion en cualquier valor de x.

El rango depende del grado del polinomio y del signo de su coeficiente principal:
—  Siel grado es impar, el rango es el conjunio de los nimeros reales.

—  Siel grado es par, el rango esta limitado y depende del coeficiente del téermino de mayor
grado o coeficiente principal.

«  Cuando es positivo, la funcion polinomial tiene un minimo absoluto y el rango sera
desde este valor minimo hacia +w.

«  Cuando es negativo, la funcion polinomial tiene un maximo absoluto y el rango sera
desde —oo hasta ese valor maximo.

El niimero maximo de raices de las funciones polinomiales estd dado por el grado del polinomio
y sus coeficientes; determinar las raices puede involucrar varios metodos, por ejemplo, factoriza-
cion, division, formula general para las funciones cuadraticas o metodos numeéricos.

La interseccién con el eje de las ordenadas es el coeficiente a, o término independiente.
Las funciones polinomiales son continuas en todo su dominio.

Respecto a la paridad, una funcion polindémica es par, f(—x) = f{x), si solo tiene términos con
exponentes pares y es impar, f(—x) =— f(x), si solo tiene términos con exponentes impares.

Con relacion a la monotonia, puntos de inflexion y concavidad el comportamiento de las funcio-
nes polinomiales es diverso y depende tanto del grado y coeficiente principal, como de la cantidad de
términos. Un proceso analitico para determinar esas propiedades requiere utilizar la derivacion como
aprendiste en Pensamiento Matemdtico III, pero tambien el analisis de sus graficas y algunos elementos
generales permiten obtener determinadas conclusiones sobre estas propiedades:
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Una funcion polinomial puede ser monétona creciente o decreciente en diferentes intervalos. El
coeficiente del término de mayor grado determina, en general, el comportamiento global de la
funcion en los extremos:

—  Sies positivo y el grado del polinomio es impar, la funcion tiende a —eo cuando x — —x
y a +oe cuando x — oo, mostrando un crecimiento general hacia el infinito en términos
globales.

~  Sies negativo y de grado impar, el comportamiento se invierte: la funcion decrece global-
mente,

Como ya sabes, los puntos donde la funcién cambia de creciente a decreciente son maximos y los
puntos donde cambia de decreciente a creciente son minimos.

Con la grafica de la funcion obtenida a través de un graficador puedes apreciar los puntos donde
alcanza un extremo local o absoluto,

Puntos de inflexion son los valores de x donde la concavidad cambia.
»  Las funciones lineales y cuadraticas no tienen puntos de inflexion.
«  Enuna funcion polinomial de tercer grado, el punto de inflexion, si existe, tiene como
abscisa el valor x = —2—,

3a
«  En funciones polinomiales de mayor grado, para encontrar los puntos de inflexion de-

pende del grado del polinomio y sus derivadas.

Funciones polinomiales



Ejemplo formativo 11.2

1. Basandote en las propiedades referidas de las funciones polinomiales analiza y compara las
funciones polinomiales de diferentes grados consideradas en el Ejemplo formativo 11.1.

Resolucion
Funcion lineal Funcién cuadratica Funcion cibica
fixy=2x+3 glx)=x-4 hix)=—x}-2x
Dominio R R | R

Es una linea recta con pen-

Es una parabola con vértice en (0,

Al ser de grado impar su

Rango diente diferente de 0, su | —4)y se abre hacia arriba. Su rango
rango es R. es [-4, +w0). _ gs ekt
=2 hix)=-x-2x
ﬁ.'l':'l=l't'+3 g{x}—:r—-4 1‘{-.73-"]=U
Raices 0=2x+3 0=tk 2)r=2) x=0, —x-2=0
reales -3 x+2=0, x-2=0 R T
x=—==-15 x=0, -x=2
2 -TI g ""2- -11 - 2 ¥ a
| £ Solo una raiz real x=0
Interseccion |
coneje y (0.3) (0,-4) (0,0)
Continuidad _ Continua en R Continua en R | Continua en R
No tiene Par Impar
Paridad fl=x)=2-x)+3 g(-x) =(-x)*-4 h—x) =—(=x) — 2(—x)
fl-x)=-2x+3 g-x)=x-4 l-x)=x+2x
Simetria No presenta Simétrica respecto al gje v Simétrica respecto al origen
Mixi g(0)y=0"-4
aximo o =
T No presenta N gll)=-4 No presenta
Minimo absoluto (0, —4)
Decreciente (o, 0 ;
Monotonia Creciente en todo R ref: b i Decreciente en todo R
Creciente (0, +2)
Posible punto en
Punto de
nfleatn No presenta No presenta Iz_iz_‘_l}_zﬂ
3 3(1)
. ' Céncava hacia arriba (—o, 0) |
Concavidad No presenta Concava hacia arriba desde (—c, +20) | Cgfr:i: ha:: ::lajﬂ ;D,:j-m:
Grafica YA Y ¥
5_.
4
4+
3 4
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Actividad formativa 11.1 ]

1. Uuliza la herramienta Desmos o Geogebra y representa las siguientes funciones polinomiales.
Analiza y compara su comportamiento y determina sus principales caracleristicas.

a) fix)=x'-16 b} fix)=x*-1
c) fix)=—x*+8

En las funciones polinomiales de grado impar, si se parte de la forma basica v se afladen 1érminos,
la grafica correspondiente va incorporando caracteristicas de los términos de menor grado, sin perder
el cardcter global definido por el término de mayor grado, es decir, el patron se mantiene. Cada término
adicional introduce mayor complejidad, pero se conservan los extremos en direcciones opuestas.

Las graficas de funciones de grado par tienden a abrirse hacia arriba o hacia abajo, haciéndose mas
complejas en correspondencia con la cantidad de términos, pero los extremos de la grafica siempre
apuntan en la misma direccion, También aparecen mas detalles locales (maximos, minimos y puntos de
inflexion), mientras el comportamiento en los extremos sigue dominado por el termino de mayor grado
y los de menor grado afectan las caracteristicas cercanas al origen y la curvatura.

Veamos dos ejemplos que ilustran lo anterior.

Ejemplo formativo 11.3

. Compara las graficas correspondientes de las siguientes funciones.

a) flx)=x° b) glx) =3+ 2x2
¢) Mx)=x3+2x2—3x d) s(x)=x3+2x*—3x-2
Resolucion
Funcion cubica Caracteristica de la grafica Ejemplo v grafica
a) | fix)=ax? Curva ciibica bésica, a =1 Mx) =53 4 ¥
3
2
1
5 .:T
2 3
b) | glx)=ax?+ h? Cambia su forma, apreciando- &
se valles y cimas 3
5
3 =J - 1k 1 2 x
Al
3+
N
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c) | Mx)=a®+ by’ +ex Cambia la posicion de los ex- | hix)=x"+ 2x" - 3v
tremos relativos y del punto de
inflexion, a través de un efecto
de “inclinacion de la curva™
+ -
v I
d) | six)=axi+bx+ex+d | Debido al término constante._ la
grafica se traslada verticalmen- Vi
te sin alterar su forma 4
il
24
1 4+
- : .
-4 -3 -2 2 37
2. Compara las grificas correspondientes de las siguientes funciones.
a) flx)=x
b) glx)=x"+x}
c) hMx)=x'+xt-2x
d) s(x)=x+x'-2l+x
g) Mx)=x'+x-2xi+tyx-1
Resolucion
Funcion de grado 4 Caracteristica de |a grafica Ejemplo y grafica
a) | flx)=ax* Curva basica, a=1 fixr)y=x*
Ya
4.-
2-.
13 —F"’J 4 =}
=2 o ~ 2 =
Y
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b) | glx)=ax'+ byl Cambia su forma, aprecian-
dose valles v cimas

c) | Mx)=avi+ b+ ex? Aumenta curvatura y cambia
los extremos locales

d) | s()=ac + b+ cxt+dx Desplaza los puntos donde la
funcion erece o decrece
= "?. 5'-__
oyl
AL
Y
g)| n)=ac+b+cx’+dr+e Debido al término constante, | rx)=x'+x -2y’ +y =1
la grafica se traslada wverti- Vi
calmente sin alterar su forma 5
- —+ i E

3. Utiliza el graficador Desmos para apreciar en un solo plano cartesiano el comportamiento de estas
funciones.
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Actividad formativa 11.2 1

l. Utiliza Desmos o Geogebra para graficar las siguientes funciones y construye una tabla para
reflejar sus principales caracteristicas.

a) fix)=-3x+6 b) flx)=x'-9
€) fix)=x*4+2x—x-2 d) fix)=x*—4x°

Aplicaciones de las funciones polinomiales

Las funciones polinomiales tienen multiples aplicaciones en diversas areas del conocimiento, ya que
permiten modelar y comprender fenomenos complejos. En matematicas, son fundamentales en algebra
y calculo para resolver ecuaciones, calcular derivadas e integrales. En fisica, se utilizan para describir el
movimiento de los objetos, analizar fuerzas y aplicar principios como la ley de Hooke.

En economia y finanzas, estas funciones ayudan a modelar el crecimiento econémico, la oferta y la
demanda. asi como a calcular el valor presente y futuro de inversiones. En biologia, son clave para es-
tudiar el crecimiento de poblaciones y la propagacion de enfermedades. En ingenieria, se aplican en el
disefio v control de sistemas dinamicos, asi como en el analisis de estructuras y materiales.

En informatica, los polinomios juegan un papel importante en el desarrollo de algoritimos, visuali-
zacion de datos v analisis de la complejidad computacional. En geometria. permiten describir curvas.
superficies y figuras como las conicas. Ademas, en estadistica y andlisis de datos, son esenciales para
ajustar curvas y construir modelos predictivos.

Gracias a su versatilidad, las funciones polinomiales permiten analizar, interpretar y predecir una
gran variedad de situaciones de la vida cotidiana; por ejemplo, permiten modelar el crecimiento de una
poblacion, el mimero de personas en una cindad o el crecimiento de una especie de animales, bajo ciertas
condiciones.

Ejemplo formativo 11.4

1. Un grupo de agricultores en Sinaloa estd estudiando como la cantidad de fertilizante afecta
el rendimiento de un cultivo de maiz. A partir de datos experimentales, han determinado
que la produccion de maiz en toneladas por hectarea estda modelada por la funcion
R(x)=—-0.02x* + 0.3x° + 2x + 5, donde x es la cantidad de fertilizante aplicada en kilogramos por
hectarea v R(x) representa el rendimiento del cultivo en toneladas por hectarea.

a) (Cual es el rendimiento del cultivo si no se usa fertilizante?

b) ;Cuanta cantidad de fertilizante maximiza el rendimiento del cultivo?

¢) Determina el punto de inflexién a partir de la grafica e interprétalo en términos de concavidad.
d) (A partir de qué cantidad de fertilizante el rendimiento empieza a disminuir?

e) (Consideras importante analizar el comportamiento de esta funcion polinomial con aplicacion
en el ambito agricola? Fundamenta tu respuesta.

Resolucion
a) (Cudl es el rendimiento del cultivo si no se usa fertilizante?

Para encontrar la produccion cuando no se aplica fertilizante evalta la funcion en x = 0:
R(0)=-0.02(0)* +0.3(0)* + 2(0) + 5=5.

Si no se usa fertilizante, el rendimiento del cultivo es de 5 toneladas por hectarea.

b) (Cuanta cantidad de fertilizante maximiza el rendimiento del cultivo?

Tamas selectos de matematicas | 1 2'?



Para encontrar el fertilizante que maximiza el rendimiento, utiliza un graficador para
representar la funcion como puedes apreciar en la siguiente figura.

Vi

40— (12.638, 37.821)

20—

Halla el punto critico (maximo) desplazandote sobre la grafica de esta.

El rendimiento es maximo cuando se aplican aproximadamente 12.64 kg de fertilizante por
hectarea.

¢) (Cual es el rendimiento maximo que se puede obtener?

A partir de la grafica puedes ubicar el maximo de la funcion, por lo que el rendimiento maximo
es aproximadamente 37.82 toneladas por hectarea.

d) Determina el punto de inflexion a partir de la grafica e interprétalo en términos de concavidad.

De acuerdo con la grafica de R(x) = —0.02x* + 0.3x* + 2v + 5 el punto de inflexion esta en el
valorde x=35.

Encuentra el valor de y sustituyendo el valor de x en la funcion
y=R(5)=-0.02(5P + 0.3(5)* + 2(5) + 5
=—0.02(125) + 0.3(25) + 10 + 5
=-2.5+7.5+10+ 5; luego y = 20.

El punto de inflexion se encuentra en (5, 20) y significa que, hasta x = 5, el rendimiento del
cultivo esta creciendo cada vez mas rapido (concavidad hacia arriba). Después de x = 5, el
rendimiento sigue aumentando, pero cada vez mas lento (concavidad hacia abajo).

e) ;A partir de que cantidad de fertilizante el rendimiento empieza a disminuir?

Graficamente se aprecia que para x > 12,64 la funcion decrece; es decir, si se aplica mas de
12.64 kg de fertilizante por hectarea, el rendimiento empieza a disminuir.

f) ¢(Consideras importante analizar el comportamiento de esta funcion polinomial con aplicacion
en el ambito agricola? Fundamenta tu respuesta.

Si, analizar funciones polinomiales como la presentada puede ayudar a los agricultores
a optimizar el uso del fertilizante y evitar desperdicio, maximizando la produccién en los
cultivos de Sinaloa,
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Actividad formativa 11.3

l.

1

La poblacion de un pueblo esta modelada por la funcion:
P(r)y=—£+ 61>+ 10t + 500

donde P(r) es la poblacion después de 7 afios.

a) Determina la poblacion después de 7 v 9 afios.

b) Con ayuda de un graficador representa la grafica de la funcion. ;Qué caracteristicas tiene la
poblacion a los 8 afos?

Una fabrica produce y vende articulos electrodomeésticos v el costo total de produccion de un
articulo C(x) en funcion de la cantidad producida x esta dado por la funcion C(x) = 2¢* — 150x. El
ingreso por la venta de los articulos I{x) esta dado por f{x) = 50x. ;Cuantas unidades debe producir
para obtener ganancias?

& 230E EVALUACION FORMATIVA 11.1

iiiiii

-

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Observa los siguientes graficos de funciones polinomiales, en el primero identifica con color rojo
los errores y en el segundo ubica las caracteristicas.

Identificacion de errores Caracteristicas
A—— 5-‘L v a) Punto de mflexidn Y
b) Raiz .
¢) Comcava hacia amba
d) Concava hacia abajo
Punto de e) Maximo
wflexzon f) Minmo
en (0, 4)
Concava
Extremo (2. 1) gl
1‘_ il =
Mo tens miz real |
- + I f ) > - . + J : -
-2 4 00 3+ 2 X 2 -1 o0 1 2 3 =
-1 { =1+
Y

El gobiemo de Sinaloa esta analizando el crecimiento poblacional para planificar su infraestructura.
Historicamente, la poblacion ha seguido un patron que puede modelarse con una funcion
polinomial. Con base en datos historicos, se ha obtenido el modelo P(x) = 0.01v* — 0.5x* + 4x + 100.

P(x) representa la poblacion en miles de habitantes y x representa los afios transcurridos desde el
aiio 2000.

a) (Cual era la poblacion en el afio 20007

b) Calcula la poblacion estimada en el afio 2025 (x = 25).

¢) Calcula la poblacion estimada en el aiio 2040 (x = 40).

d) Utiliza GeoGebra o Desmos para obtener la grafica, describe la grifica obtenida.

e) A partir del grafico obtenido en la pregunta anterior determina el valor maximo y minimo.

f) (Que tendencia esperas observar en la poblacion despues de 30 afnos? ;A queé factores crees
que se deba la tendencia después de 30 afios?

--------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autosvaluacion y coevaluacion 11.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcidon que mejor refleje  nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 11. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

A procesa Bueno Sobresaliente

Desempefio deioae

Propicié un cluma de commuucacion favorable para el aprendizaje con mis com-
pafieros.
Participé activamente con weas para la toma razonada de decisiones,

Contnbui colabormbvamente a 1a retroalimentacion de dodas de mis compa-
fieros.

Comprobeé los procedinientos usados 2n el analisis de las graficas de funciones
polmomiales empleando recursos tecnoldgicos (M3-C1)

Organice tablas de formm légwa para analizar las propiedades de funciones
polmémicas. (M3-C2)

Aplque procedimientos, téenicas grificas v lenguaje matemitico para la solu-
cion de problemas utilizando las fonciones polmomicas, (M3-C3) '

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa m des-
empeiio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 11 y que responda con honestidad
la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempefio E:ﬁpf;? Bueno ‘Sobresaliente

Propieiovn chma de comunicacion favorable pam el aprendizaje con nus com-
patieros.

Participd activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.
Contribuyd colaborativamente a la retroalmentacion de dudas de sus compa-

fleros.

Comprobd los procedimientos usados en el anilins de las graficas de fimeio-
nes polinonuales empleando recursos tecnologicos, (M3-C1)

Orgonizd tablas de forma lomea para analizar las propredades de funciones
polmomicas. (M3-C2)

Aplico procedimientos, téenicas graficas v lenguaje matendtico para la solu-
eidn de problamas utihzando las funciones polmomicas. (M3-C3)

Nombre v firma de guien coevalia

| 130 | Funciones polinamiales



Funciones racionales

f=3=7 |
2. G
4 -2
2+
-

Progresion de aprendizaje 12

Analiza el comportamiento de las funciones racionales, incluyendo sus asintotas y discontinuidades, y disefia un
modelo matematico utilizando funciones racionales para describir un fenomeno del mundo real.

En proceso

Metas de aprendizaje de logro

Bueno Sobresaliente

M3-Cl Comprueba los procedimientos usados
en la resolucion de problemas utilizando di- :
versos métodos, empleando recursos tecnold- ©
gicos ¢ la interaccion con sus pares. :

;b‘

M2-C2 Desarrolla la percepcion v la intuicién L s M lhends Wbt
para generar conjeturas ante situaciones que !
requieran explicacion o interpretacion. :

M4-C3 Construye y plantea posibles solucio- © A -
nes a problemas de dreas de conocimiento, ;oo
recursos sociocognitivos, recursos socicemo- | €
cionales v de su entorno, empleando técnicas
y lenguaje matematico. :

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas, :
descubrimientos o procesos en la solucion de -

un problema tanto tedrico como de su entorno. | g
| EVALUACION DIAGNOSTICA 12.1 AV
¥ ] 5_., —_—
l. Realiza la siguiente operacion . - — =
X = x =1 2
2 Observa la grifica de la derecha y responde lo siguiente: 1+

d

i

L
-
o

a) El dominio de la funcion es: -—1 h

b) Elrango de la funcion es: ‘\_[\

¢) Describe dos caracteristicas de la funcion.

=Y

|
1
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1 igual que los polinomios, cada fraccion algebraica racional pemmite definir una funcién real de

variable real, conocida como funcién racional. Sin embargo, su dominio no abarca todo el conjunto
de los niimeros reales, sino unicamente aquellos valores en los que el denominador no se anula. Dado
que un polinomio puede considerarse una fraccion racional con denominador igual a 1, se puede afirmar
que las funciones polinomiales son un caso particular de las funciones racionales.

Definicion de funcién racional

Una funcion racional es una funcion definida por una correspondencia del tipo -g-:—i en la que P(x)

y Olx) son polinomios de una misma varable. El dominio de la funcion es el Eubcnnjuﬂtn de los
nimeros reales en el que O(x) #

Asi como las razones entre numeros enteros forman los mimeros racionales, las razones entre funcio-
nes polinomiales dan origen a las funciones racionales. En otras palabras, una funcion racional es aquella
que se obtiene al dividir un polinomio entre otro. Algunos ejemplos de funciones racionales son:

x*—4 x3 3
rix)= fix)= ==

¥+x+1 xl g |

glx)=

Dominio de una funcion racional

El domunio de una funcion racional es el conjunto de todos los valores de x para los cuales la fun-
cion estd definida, lo que significa todos aquellos valores donde el denominador no es cero; es decir,
D,= R\ {x|x anula el denominador} y el rango de f es un subconjunto de R. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo formativo 12.1

1. Determina el dominio de las siguientes funciones racionales.

1
a X ==
) ) =g
v X1
b) jlx)= T
Resolucion
a) HMx)=
) Hx) | . ; |
Hx)= L = 1 = : 1 E i E
MoFd ¥ Groe-2) ==z :
P(x) y O(x) no tienen factores comunes, 1
entonces se dice que la funcion racional esta 2+ I
en su minima expresion. El dominio de la !
funcion racional r(x), como se puede apreciar :
en la figura de la derecha, es i
D =R\x|x=2,x=-2}, : i 4 g
: 2 i
: 41 i
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x=1]

b) P‘IJ'}=I_1
¥l _ @B _(x+Dix-1)
"=} ¥=1 x=] |

Observa que P(x) y O(x) tienen un factor comun,
entonces la funcion racional no esta en su minima
expresion y debes simplificar. Obtienes

nx)=x+l,conx#1.

La restriccion xy = 1 surge para que sea equivalente a
la original vy su grifica se muestra a la derecha.

=1
es,
1

El dominio de la funcion racional r{x) =
D, =R\{x|x=1}.

Actividad formativa 12.1

1. Determina el dominio de las siguientes funciones racionales,

2x* -4 g -
x+3 b) H‘I)-:r:—l

a) nx)=

2. Si el numerador v el denominador de una funcion racional no tienen factores comunes, la funcion
racional esta en su

Determinacion de las asintotas verticales de una funcion racional

Graficar funciones racionales puede ser mas complicado que graficar funciones polinomiales. Hacer una
tabla de valores o encontrar los ceros y los interceptos es util, pero muchas veces no es suficiente. Por
£s0, es importante comprender que son las asintofas y como se encuentran.

En particular, las asintotas verticales son esenciales al estudiar funciones racionales. Estas son li-
neas verticales que indican los valores de x donde la funcion no esta definida, porque el denominador se
anula. En dichos valores, la funcién aumenta o disminuye drasticamente tendiendo hacia mas infinito
(fix) — +o0) 0 menos infinito ( f{x) — —«). Identificar las asintotas verticales nos permite comprender
mejor el comportamiento de la funcion y facilita su representacion grafica.

Ejemplo formativo 12.2

1. Determina las asintotas verticales de las siguientes funciones racionales.

L X+3
ﬂ}fh}"x-]
_ x-9
b) 8 S
Resolucion
_Xx+3
a}ﬂﬂ—xr[

Paso 1. Identifica el denominador.

Las asintotas verticales se presentan cuando el denominador de una funcién se iguala a cero.
Las asintotas verticales ocurren en los valores de x que hacen cero al denominador de la funcion
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racional, siempre que el numerador no sea cero en esos mismos valores (el numerador no se
anula). En este caso el denominadores v — 1.

Paso 2. Iguala a cero el denominador y resuelve; x — 1 = 0, de donde x = 1.
Paso 3. Comprueba que el numerador no se anula para ese valor.

El numerador es x + 3, al evaluarlo en x = | se obtiene: | + 3 =4 £ 0; como el numerador no se
anula en x = 1, hay una asintota vertical en x = |.

Por lo tanto, la asintota vertical se encuentraenx = 1.

_ x-9
®) 8=

Paso 1. Identifica el denominador,

Las asintotas verticales se presentan cuando el denominador se iguala a cero y el numerador no lo
anula. El denominador es: x* + 4x — 21,

Paso 2. Factoriza el denominador x> +4x =21 = (x + T)(x = 3).
Paso 3. Iguala a cero cada factor (propiedad del factor cero) y resuelve.
x+7=0,luegox=-T7:x—3=0, luegox =13
Paso 4. Comprueba que el numerador no se anula para esos valores. Como
M—9=x_3=(x+3)x—3).

Evalua parax=-7

(x +3Nx=3)=(-T+3)(-7-3)=(-4)(-10) =40
como el numerador no se anula en x =-7. hay una asintota vertical enx = 7.
Evalua parax=3

(x+3Nx-3)=(3+3)3-3)=(6)(0)=0

como el numerador se anula en x = 3, no hay asintota vertical en x = 3. Esto significa que enx =3
hay un hueco o discontinuidad y no una asintota vertical.

Por lo tanto, la asintota vertical se encuentra en x =—7 y en x = 3 hay un hueco o discontinuidad.

Actividad formativa 12.2

1. Determina las asintotas verticales de las siguientes funciones racionales.

a) hix)= &-1

X

b) rx)=

x—

Determinacion de la asintota horizontal u oblicua de una funcian
racional

Las asintotas horizontales y oblicuas son caracteristicas importantes al estudiar las funciones raciona-
les. El objetivo principal al buscar estas asintotas es comprender el comportamiento de la grafica de la
funcién cuando x toma valores muy grandes o muy pequeiios, es decir, cuando x tiende a mas infinito
(x — +20) 0 menos infinito (x — —w). En términos sencillos nos preguntamos, ;hacia donde se dirige la
funcién en los extremos? Este comportamiento al infinito es clave para entender como se comporta la
grafica de la funcion.
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Asintotas horizontales y oblicuas

Ax) . ax+a X" +---+ax+a,

Olx) bxm+b, xmt+ . +bhx+ by

donde n es el grado del polinomio del numerador v m el grado del polinomio del denominador.

Consideremos la funcion racional r{x) =

Si m < m, entonces r es una funcién racional propia y la grafica de » tendré la asintota hori-
zontal y = 0 (el eje x).

Sin = m, entonces la funcion racional » es impropia.

a) Sim=m, el cociente que se obtiene serd el numero %, y la recta y = % es una asintota
horizontal. oy B

b) Sim=m +1, el cociente que se obtiene es de la forma ax + b (una funcion polinomial de
grado 1)y la recta y = ax + b es una asintota oblicua.

c) Sim=m+2,elcociente que se obtiene es una funcion polinomial de grado 2 o mayory r no
tiene asintota horizontal ni asintota oblicua.

A continuacion, se sugieren los pasos a dar para realizar el analisis de la grafica de una funcion ra-
cional:

Paso 1. Factoriza el numerador y el denominador de la funcion »{x). Determina su dominio.
Paso 2. Escribe #(x) en sus términos minimos.

Paso 3. Localiza las intersecciones de la grafica con los ejes. Las intersecciones con el eje x son
los ceros de la funcion del numerador de »(x), si los tiene. Para calcular la interseccion con el eje y
la funcién r(x) tiene que admitir el valor x =0.

Paso 4. Determina las asintotas verticales. Estas se encuentran en aquellos valores de x que son
ceros del denominador, pero no anulan el numerador. Traza la grifica de cada asintota vertical
usando una linea punteada.

Paso 5. Determina la asintota horizontal u oblicua, si existe alguna. A partir del grado del numerador
v el denomunador considera una posible asintota horizontal u oblicua. Determina si existen puntos
de r{x) que interceptan (o son comunes) con ella, Si no los hay es una asintota y traza su grafica
usando una linea punteada.

Paso 6. Usa los ceros del numerador y del denominador de r{x) para dividir al eje x en intervalos.
Determina, donde la grafica de »{x) esta por encima o por debajo del eje x escogiendo un niimero
en cada intervalo para evaluar »(x). Traza los puntos que encuentres.

Paso 7. Analiza e indica el comportamiento de la grafica de »{x) cerca de cada asintota.

Paso 8. Utiliza los resultados obtenidos en los pasos | al 7 para construir la grafica,

Ejemplo formativo 12.3

| g
1. Analiza la grafica de la funcion racional »{x) = %

Resolucion
Paso 1. r(x) =" LoD~ Rifelr=0]

x
x+hHix-1)
x

Paso 2. r(x) en su minima expresion: r{x) =

Paso 3. Como x no puede tomar el valor 0, no hay interseccion con el eje y. La grafica tiene dos
intersecciones con x, ¥ =—1 y x = 1, dado que dichos valores anulan al numerador.
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Paso 4. El denominador se anula para x = 0. Al evaluar el numerador x* — 1, para x = 0 se obtiene
0?—1=-1+#0; como el numerador no se anula en ese valor, hay una asintota vertical en x= 0.

Paso 5. La funcion es impropia dado que el grado del numerador es mayor que el grado del
denominador; como el numerador es exactamente uno mayor que el grado del denominador, la
funcion tiene una asintota oblicua.

v+ 0 Para encontrar la asintota oblicua divide el numerador entre el denominador y obtienes
i el cociente x + 0. Como la asintota oblicua es el cociente ax + b, y en este caso a =
4l l,b=0, larectay=ax+b=x+0, es decir y=x es una posible asintota. Traza la
01 grafica de y = x usando una linea punteada.

0 Para determinar si la grafica de r{x) intercepta a la recta y = x, iguala las expresiones de

=] las dos funciones y resuelve la ecuacion H{x) = x

.":: . l 5 3 a

=xr =+ xr—1l=(x)x) = -l=x"—x — -1 £0

X
e |

Puedes concluir que la ecuacion = x no tiene solucion; por tanto, las graficas de las dos

funciones no tienen punto en comun ¥ la recta y = x es una asintota oblicua.

Paso 6. Los ceros del numerador son —1 v 1, el del denominador es 0. Con estos valores divides el
eje x en cuatro intervalos: (-0, —1), (-1, 0), (0, 1) y (1, +).

Intervalo (=t0,=1) (-1, 0) {0, 1) (1, +0)
Niimero seleccionado ~2 ~1/2 12 2
Valor de » n-2)=-32 H-1/2)=372 rl2)y=-32 M2)=3/2
Localizacién de la gra- | Por debajo del Por encima del Por debajo del Por encima del
fica en el intervalo gjlex ejex gjex ejex
Punto de la grafica (-?.. -%] ['é‘ %] (é —%] (l ;]
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Paso 7. La grafica de r{(x) esta por debajo del eje x para
x <—1y por encima del eje x para x > 1; como la grafica de
r(x) no intercepta la asintota oblicua y =x, la grafica de r(x)
se acerca a la recta y = x como se muestra en la figura de la
derecha.

En la propia figura se puede apreciar que como la grafica
de r(x) estd por encima del eje x para —1 <x < 0, la grafica
de r{x) se acercara a la asintota vertical x = 0 en su parte
superior, a la izquierda de x =0 y como la grafica de r(x)
esta por debajo del eje x para 0 < x < 1, la grafica de r{x)
se acercard a la asintota vertical x = 0 en su parte inferior,
a la derecha de x = 0.

Paso 8. Utiliza los resultados obtenidos en los pasos | al
7 para construir la grafica de r{x), la que se muestra en la
figura de la derecha.

Consulta la grafica del ejemplo en GeoGebra en el siguiente
enlace: https://www.geogebra.org/m/zncumhry

Funmciones racionales

Asintota vertical
x= I'J_.

#
L
- ]
#
-

Asintota oblicua 3
y=x

Aslntota oblicua™

=



Actividad formativa 12.3 1

1.

Analiza las siguientes funciones racionales utilizando los pasos estudiados. Utiliza un graficador
para comprobar el proceso.

o
8) fix) ¥-3x—4
b) hix)= E'T_-l_?z
X7
A T
d) 111')-%

Aplicaciones de las funciones racionales

Ejemplo formativo 12.4

l.

Costo minimo. Se requiere cercar un area rectangular situada junto a un rio y no se necesita cerca
del lado del rio. El drea que se requiere cercar es de 900 metros cuadrados. La cerca para el lado
paralelo del rio cuesta $4.00 por metro lineal y la cerca para los otros dos lados cuesta $8.00 por

metro lineal; los postes de las esquinas cuestan $25.00 cada uno. Sea x la longitud de uno de los
lados perpendiculares al ro.

a) Escribe una funcion C{x) que describa el costo del proyecto.

b) ;Cual es el dominio de C(x)?

¢) Usa un dispositivo grafico para obtener la representacion grafica de C(x).
d) A partir de la grafica, determina las dimensiones para la cerca mas barata.
Resolucion

a) Para escribir una funcion C(x) que describa el costo del proyecto, sea x la longitud del lado
perpendicular al rio v y la longitud del lado paralelo.

Para relacionar el drea con las dimensiones, sabes que el drea del rectiangulo es de 900 m2, por

lo que (x)(y) = 900. Despeja v y obtienes y = ggu

Ahora puedes formar la funcion del costo total C(x) considerando:

Dos lados perpendiculares al rio: (2)(8x) = 1 6x

Un lado paralelo al rio: (v)(4) = [g{m] 3600

Cuatro postes (esquinas): (4)(25) = 100

La funcion que describe el costo del proyecto es C(x) = 16x + @ + 100.

b) Para obtener el dominio de C(x) observa que en esta funcion esta el término; —— : uu , luegox # 0.

Ademas, como el problema se refiere a la longitud de un lado de una cerca, el valnr de x debe
ser positivo. El dominio de la funcion racional Cix), por tanto, es D= (0, +ax0).
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¢) Con la ayuda de un dispositivo grafico puedes Sx) = 16¢+3600/x + 100
obiener la representacion de C(x), como se 1200
muestra en la figura de la derecha. Ademas,

puedes consultar la grafica en el siguiente 1000

enlace: https://www.geogebra.org/m/gek6tmyc

d) Para encontrar las dimensiones de la cerca
mas barata debes encontrar el minimo de C(x). 600 |
ya conoces que una via es buscar si hay algun
punto critico y por derivacion determinar si en 400
ese punto hay un extremo minimo; también, con
ayuda del graficador, puedes obtener el puntode 200
minimo a partir de la imagen de la funcion que
ya tienes, desplazando los puntos sobre la curva
hasta detenerte en el valor minimo.

-

Minimo (15, 580)

1
¥
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
I
|
I
i
I
i
|
|
|
I

Asinilara vertical
x=0

L= “

25 50 7

Asi, en este caso el punto minimo de la grafica se encuentra en las coordenadas (15, 580),
lo cual significa que el valor x de los lados perpendiculares al rio es 15 m para que el costo
sea minimo con un valor de 580 pesos. Consecuentemente el lado paralelo al rio tendra una

La cerca mas barata se obtiene tomando para el lado paralelo del rio una dimension de 60 metros
y para los lados perpendiculares 15 metros. Con esas dumensiones el costo es de 580 pesos.

Actividad formativa 12.4

l. Se desea instalar paneles solares en un techo rectangular que se encuentra junto a una pared que
no requiere ninguna estructura para la instalacion de los paneles. El area disponible del techo para
los paneles es de 192 metros cuadrados.

El costo de la estructura de los paneles para el lado paralelo al borde mas largo del techo es de $100
por metro lineal, mientras que el costo de la estructura para los dos lados perpendiculares al borde
mas largo es de $150 por metro lineal. Ademas, cada esquina de la instalacion requiere soportes
especiales que cuestan $500 cada uno.

Sea x la longitud de uno de los lados perpendiculares al borde mas largo del techo.
a) Escribe una funcion C(x) que describa el costo total de la instalacion.
b) Usa un dispositivo grafico para obtener la representacion grafica de Clx).

¢) A partir de la grafica determina las dimensiones de la estructura de los paneles para minimizar
el costo total.
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@ S1E EVALUACION FORMATIVA 12.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. Lee cuidadosamente cada pregunta y responde de manera clara y precisa.
a) ;Queé relacion existe entre los niimeros racionales y las funciones racionales?
b) ;Como se define una funcion racional en terminos de polinomios?

c) Escribe tres ejemplos de funciones racionales.

2

2. Analiza la funcién racional: flx) = 1'11 T siguiendo los pasos estudiados. Traza la grafica y

comprueba tus resultados con un graficador,

3. Serequiere que una lata con forma de cilindro circular recto tenga un volumen de 500 centimetros
cubicos. La parte superior y la parte inferior estan hechas de un material que cuesta 6 centavos
por centimetro cuadrado y la parte lateral esta hecha de un material que cuesta 4 centavos por
centimetro cuadrado.

a) Dibuja la figura que ilustre los componentes de una lata en forma de cilindro circular recto,
que te apoye a comprender y resolver el problema.

b) Expresa el costo total C del material como funcion del radio r del cilindro.

¢) Traza la grifica de C(r). ;Para qué valor de » es minimo el costo de C{r)?
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Autoevaluacion y coevaluacion 12.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna, la opcion que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el
aprendizaje de la progresion de aprendizaje 12. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

En proceso

Desempeio de logro

Bueno Sobresaliente
Propicie un clima de comumeaciin fivorable para el aprendizaje con mis com-

pafieros

Participé activamente con 1deas para la toma razonada de decisiones.

gnuh'ihui colabomtivamente a 1a retroalimentacion de dudas de nus compa-
eTOS.

Identifiqué 1 de las funciones meionales a ir de su representa-
cidn con graficadores. (M3-C1) B =

Analicé fanciones racionales determmando sus propiedades; las que verifique
postenormente con su representacion grafica. (M2-C2)

Resolvi problemas de diferente indole modelanda las situaciones planteadas
con funciones mmcionales. (M4-C3)

Comparti con s companieros In forma que unlicé para obtener las propeda-
des de las fimciones racionales. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje
Solicita a un compaiiero del equipo. que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu des-
empefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 12 y que responda con honestidad
la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.
En proceso

Desempeio de logro Bueno Sohmal.ieme

Propie1do un clima de comumeaion favorable para el aprendizaje con mis come-
paiieros

Participd activamente con ideas para la toma razonada de deciniones.

Contnbuysé colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus compa-

fieros.

Identificod propiedades de las funciones moonales a partir de su representacion
con graficadores: (M3-C1)

Anahizé funciones racionales determunando sus iedades, 1as que verificd
postenonments con su representacion grifica: 3|

Resolvit problemas de diferents indole modelando las siuaciones planteadas
con funciones racionales. (W4-C3)

Comparti6 con sus compaiieros 1a forma que utilizd para obtener las propie-
dades de las funciones racionales. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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Uperaciones con funciones

Funcion suma [+ g

(f+ g)(x) =f(x) + glx), parax €Dy .= D, N D,
Funcion diferencia f - g

(f—g)x)=flx) — glx), para x € D, =D, n D,
Funcion producto [ - g

(f- g)x) =flx) - g(x), para x eD, ,=D,ND,

Funcion cnrit-uie%

[%]{:r} - %’% para x € D, = D, N D,\ {¥/g(x)= 0}

Progresion de aprendizaje 13

Disefia problemas que requieran la aplicacion de mnltiples operaciones con funciones, y genera una representa-
cion visual que ilustre como las operaciones con funciones afectan sus graficas.

Metas de aprendizaje Bueno Sobresaliente

=3

M2-Cl Analiza los resultados obtenidos al : i :
apl.iﬂa]:‘ pme !- LEI]'[BS algﬂl‘ilm_if_‘ns Frﬂpim;-”".:; ................................. 'é ................................. E .................................
del pensamiento matematico en la resolucion .= & T SRSl ——
de problematicas tedricas v de su contexto.

mas propios del pensamiento matematico, de ' C - ! :
ﬁrm de Eﬂ-ﬂﬂtiﬂﬁ&ﬂlﬂ. recursos Sncim'.‘ﬂgllili- ...... i ................................. ................................. ................................. H
VoS, recursos socioemocionales y de su entomo, | H i

H
M3-C3 Aplica procedimientos, técnicas y len- | A
C

H
MI-C4 Describe situaciones o fendmenos em- | A |

pleando rigurosamente el lenguaje matematico C ------------------------------------------------------------------------------------------------------
e I L R - S S TR L e e

| EVALUACION DIAGNOSTICA 13.1
Selecciona la respuesta correcta.
1. El dominio de la funcién f{x) = V4 —x* es igual a:

a) 0<x<2 by x#£2 c) -2=<x=<2

2. Dada la funcion f{x) = x? + 3 su representacion grifica es:
a) Una parabola con vértice en el punto (0, 3).
b) Una recta que pasa por el punto (0, 3).
¢) Una curva cubica sunétrica respecto al punto (0, 3).
3. Sifilx)=3x*+2yg(x)=9x—2, el valor de f{2)— g(2) es igual a:
a) 12 b) 30 c)-2
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a has estudiado diferentes tipos de funciones: incluso, has visto como se aplican en la solucion de
diversos problemas, pero en muchas situaciones es necesario combinar funciones para poder obte-
ner resultados.

Por ejemplo, en una fabrica que produce calzados, para conocer las ganancias de la empresa se requie-
re combinar lo que se ingresa como resultado de las ventas con lo que cuesta producirlos.

Los costos de produccion dependen de la cantidad de calzado producida y se pueden modelar median-
te dos funciones, la correspondiente al costo fijo C, que no cambia con la cantidad de produccion ya que
se refiere, entre ofros, a la renta del local de la fabrica y el salario de los empleados, asi como la funcién
de costo variable C (x) que. dado el costo k por unidad, varia segun la cantidad de calzado producido, asi
Clx)=k-x.

La funcion de costo total C(x) se obtiene sumando el costo fijo y el costo variable. Asi, al combinar
estas funciones se obtiene:

Clx)= C‘I+ C.(x) = G+ k:x.

Ahora, también la funciéon de ingresos Jf{x) depende de la cantidad ¢ de calzado vendido, es decir
I(x) = ¢ x. Para calcular las ganancias, se necesita restar al ingreso total el costo total. Por tanto, la fun-
cién de ganancias G(x) seria:

Gix)=1I{x) - C, (x) = Kx) - [L’.}—r— C.(x)]=ec"x- C}— k-x

Como habrds podido observar, para obtener ese resultado se requiere sumar y restar funciones. ;Sera
posible siempre realizar también con funciones todas las operaciones que ya conoces?

Operaciones con las funciones
Sean f{x) v g(x) funciones con dominios D yD, respectivamente. A partir de ellas se pueden definir
nuevas funciones como a continuacion se precisa.
Funcién suma f+ g
(f+ g)x)=flx) + g(x), parax e DJ,._; =Df @ D:
Funcion diferencia /- g
(f—g)x)=flx)-g(x), paraxeD, =D, ND,
Funcion producto [ - g
(f g)(x)=flx) - g(x), paraxeD, . =D, N D,
I

Funcion cociente E

I _ Jix) — / =N
[g]"” =2 parax € Dy, =D, 1 D,\ {v/g(x) =0}

1. Dadas las funciones f{x)=2x + 5 y g(x) =x*+ |, calcula;
a) (f+2)x)
b) (f—gx)
c) (fg)x)

o (Ho
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Resolucion
a) Suma: (f+g)x)=(2x+5)+(x*+1)=2+2x+6.
b) Diferencia: (f-g)(x)=(2x+5)—(x*+ 1) =—=x} +2x + 4.

¢) Producto: (f-g){x)=(2x+5) (x*+ 1)=2¢ + 5x* + 2x + 5.

2x+5

S Slelmpre y cuando x # —1.

d) Cociente: (g }{:r} =

Actividad formativa 13.1 J

1. Dadas las funciones f{x) v g{x), encuentra: (f + g)(x), (f— g)(x):
(fgix)y [g]{x} en los siguientes casos:
a) flx)=3x+5glx)=2"+2x.
__ 3 |
b) fix)= x+ 3 glx)= T—3
c) fix)=x*-4,g(x)=x-2.

Ejemplo formativo 13.2

1. Dadas las funciones fix) =x* -2 y g{x)= 2x, determina la representacion grafica de la suma y resta
de ambas funciones utilizando el graficador Desmos.

Resolucion

La representacion grafica de ambas funciones se muestra en las figuras siguientes:

fix)=x2-2 glx)=2x

La funcién suma
(f+g)x) = (x* - 2) +(2v)
=xr'+2x—2
y la funcién diferencia
(f—glx)=(x*—2)—(2x)

=x1-2x-2

tienen como representacion grafica las parabolas que se
muestran en la figura de la derecha. Identificalas.
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Para el producto
(f g)x) =(x-2) - (2v)
=2y3_4x

y el cociente

i P o
su representacion grafica se muestra en la figura de la
derecha, donde se aprecia que en el caso del cociente
hay una discontinuidad con salto infinito en x = 0.
Identificalas.

En general, las caracteristicas geométricas de la representacion grafica del resultado de las opera-
ciones con funciones se cormresponden con la funcion de mayor grado involucrada en la operacion, en
particular para valores grandes de la variable x, aunque no siempre completamente con la grafica de esta
si hay restricciones referidas al dominio de la funcion resultante, como es el caso del cociente entre dos
funciones.

Actividad formativa 13.2

1. En los siguientes casos encuentra las funciones f + g v f - g, determina el dominio de la funcion
resultante y con ayuda de un graficador representa cada una graficamente.

a) fix)=5-1lyglx)=3x+4
b) flx)=3x+S5yglx)=3x -4
¢) ﬂ.‘r]=x—iT}'_g{x}= i

x-1
Calcula f - g vy i determina el dominio de la funcion resultante y con ayuda de un graficador

I3
"

representa cada una graficamente,
a) fix)=x"+5x+4yglx)=x+3
b) filx)=5x"-3yglx)=x-5

Composicion de funciones

En las operaciones con funciones una operacion especifica es la composicion de funciones, en la que se
combinan dos funciones de una manera particular para crear una nueva funcion.

Por ejemplo, para planificar un viaje en auto es importante calcular cuanto tiempo tomara llegar al
destino planificado y el costo del combustible necesario.

La distancia en kilometros depende de la velocidad v en kilometros por hora y el tiempo r en horas, re-
lacion que se expresa como d(f) =v - ¢, que solo depende del tiempo si se viaja a una velocidad constante.

El costo del combustible C depende de varios factores, de la distancia recorrida 4, del consumo de
combustible del auto ¢ en litros por Kilometro, asi como del precio del combustible p en pesos por litro.
Esta relacion se puede expresar como: Cld) =c¢ - p  d.

Conocidos el consumo de combustible del auto y el costo de este, entonces el costo total de combusti-
ble se puede obtener sustituyendo la funcion de distancia d(f) = v - 1 en la funcién de costo C(d)=c  p - d
y se obtiene:

Cld)=cp:d=cp(vi)=cpv !
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Al combinar estas dos funciones el costo total del combustible queda en funcion del nempo de viaje,
va que el resto de los factores son conocidos. Para aplicar la composicion de funciones, combinamos
estas dos relaciones y tenemos una funcion compuesta C(¢) que nos da el costo total del combustible en
funcion del tiempo de viaje.

Asi, has podido apreciar, a traves de un ejemplo, una operacion con funciones denominada composi-
cion de funciones y que analiticamente se expresa de la siguiente forma:

Funciéon compuesta

Dadas dos funciones f(x) y g(x), tales que R, < D, entonces la funcién

hi(x) = (f = g)ix) = f(glx))

es la funcion compuesta de fcon g.

La funcion f o g se puede representar graficamente de la siguiente forma

(e g)x) =fg(x)
i Tl =
— 5 =3
B = @ r L)
{ l'-.. g g _.-"|I L
kw J ~Rango deg Rango '
Dominio de g Dominio de f Rango de [

Por ejemplo, s1 flx) = 2xv + 5 y g(x) =7, la funcién /"« g esta dada por
(f = g)(x) =flg(x)) =2(x") + 5=2x"+5,
yaqueR =R cR=D,
También, como R, =R = D,, es posible determinar la funcién compuesta g  f
(g o/)x)=g(Ax)) = (2x + 5)? =45+ 20x + 25

Como has podido apreciar los dos resultados son diferentes. por lo que se puede afirmar que la com-
posicion de funciones no cumple la propiedad conmutativa, es decir fog# g o f.

Ejemplo formative 13.3
|

1. Dadas las funciones siguientes determina en cada caso la funcién compuesta que se indica.
a) fix)=x-Syglx)=e"fogygelf
b) mx)=2x+5yvix)=dx-3iuevyvou,
¢) Hy)=xlys(x)=Vx—4;rosysor
2. Sifix)=|x|y glx)=2x—5, caleula (f = g)(-2) y (g 2. )(-2).
Resolucion
L. a) (fog)x)=/lg(x))=fle)=e" -3
(g e fix)=g(flx)) =glx-5)=e"*
b) (nev)x)=umwx)=u(dx-3)=2(4x-3)+5=8x-1
(veoulx)=vu(x)) =w2x+5)=42x+5)-3=8¢+17
c) (ros)x)=rs(x)=r(Vx—d)=(Vx—42=x—4
(s o r)(x)=s(r(x))=s(x2) = V¥i—4

Temas selectos de matematicas | | 145



2. (feg)x)=flelx))=A2x-5)=|2x - 5|, luego
(feg)-2)=|2(-2)-5|=|-9|=9
(g o fNx) = g(f(x)) = gllx]) =2|x| - 5, luego
(g 2 f)(-2)=2|-2|=5=4-5=~1

También es posible hacer la composicion de tres funciones, como se muestra a continuacion.

Ejemplo formativo 13.4

1. Sifix)=x-1, g(x)=x y hix)=x - 1, determina la funcién compuesta f o g o /i y su valor para
x=10.

Resolucion

(fegeh)x)=flelhx))=flelx— 1)}=ﬂ\l'.1:— BH=vYr—1=—1
(fogah)l0)=~N10-1-1=2.

Actividad formativa 13.3

1. Dadas las funciones siguientes determina en cada caso la funcion compuesta que se indica y sus
valores en los casos que corresponda.

a) fixy=x-3yglx)=|x+3|;fegygef parax=-3.

b) nf.rfl=.'r!+l}.fs{,r}=m;rﬂsy.5ﬂr.

c) ﬂ.t‘]=%.g(x]=x3yIr{x]=.f3+#:fﬂg=h.parax=l.

d) fix)=x—1,gx)= Vxyh(x)=x+1;fogoh,gefoh,gohof, parax=2.

La composicion de funciones permite simplificar expresiones complejas v facilitar su analisis. En
muchos casos, resolver un problema requiere comprender cémo las funciones interactiian entre si a
través de su composicion, lo que resalta la necesidad de dominar este concepto. En esa direccion tiene
aplicaciones practicas en diferentes disciplinas, lo que la convierte en una herramienta valiosa para re-
solver diversos problemas.

Ejemplo formativo 13.5

1. Si se deja caer una piedra en un lago, se crea una onda circular que se mueve hacia afuera. Si la
velocidad constante con que se mueve la onda es de 50 cm/s.

a) Encuentra una funcion r que modele el radio como funcion del tiempo.
b) Encuentra una funcion 4 que modele el drea del circulo como funcion del radio.
c) Determina A o r. [Qué representa esta funcion?
Resolucion
a) Como la onda se mueve a velocidad constante de 50 cm/s, y v = ? = % la distancia recorrida.
que es el radio r, en un tiempo 1 es:
Ht)=v-1=50

Esto significa que el radio » es directamente proporcional al tiempo 1.

Cperacionss con funciones
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b) Elarea A4 de un circulo se calcula con la formula 4 = m+, Entonces, la funcion que modela el
area respecto al radio es A(r) = .

c) Para determinar la funcion compuesta A o p sustituimos r(f) en A(»)
(A o 1)) = A(r(1)) = A(50¢) = n(504)? = 2500m¢

Esta funcion representa el area del circulo respecto al tiempo, es decir expresa cual es el area del
circulo formado por la onda que se propaga desde el punto donde se dejo caer la piedra en el lago.

Ejemplo formativo 13.6

l.

Un teléfono celular tiene un precio de etiqueta de $6.000. Por una promocion la tienda ofrece un
descuento del 5% y durante otro periodo, la oferta es de un descuento de $250 sobre el precio de
etiqueta. Pero durante el “Buen Fin" la tienda ofrece combinar ambas ofertas, es decir al descuento
del 5% anfadir ademas un descuento adicional de $250. Representa el precio de etiqueta con x.
S1 en esa ocasion vas a comprarlo, encuentra las funciones correspondientes y determina cuanto
pagarias por el teléfono celular,

Resolucion

Supon que la funcion f{x) modela el precio de compra del teléfono con un 5% de descuento sobre
el precio de etiqueta x:

flx)=x-0.05x = 0.95x

Asume ahora que la funcion g(x) modela el precio de compra del teléfono con un descuento de
$250 sobre el precio de etiqueta x es:

glx)=x-250

Durante el Buen Fin la tienda ofrece el descuento uno a continuacion del otro, es decir hay que
determinar g o f

(g o f)x)=g(0.95x) = 0.95x — 250
Por tanto, el precio a pagar por el telefono celular es
(g o fH6000) = 0.95(6000) - 250 = 5400
Durante el Buen Fin puedes comprar el teléfono por $5.400.

Actividad formativa 13.4

1.

b

Un globo esférico esta siendo inflado vy el radio del globo crece constantemente a razon de | cm/s.
a) Encuentra una funcion f'que modele el radio como funcion del tiempo.

b) Encuentra una funcion g que modele el volumen como funcion del radio.

c) Determina fe g. ;Qué representa esta funcion?

En una tienda se ofrece un producto que se vende normalmente en 5300 pesos con el 30% de
descuento por fin de temporada. En una fecha sefialada se adiciona durante 3 dias un descuento
adicional sobre el ya existente de un 20%.

a) El descuento final, jes de un 50%? Argumenta tu respuesta.

b) (Cual es el precio final que debes pagar por el producto si vas a comprarlo?
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®30E EVALUACION FORMATIVA 13.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. Dadas las funciones siguientes efectia la operacion indicada y determina su dominio.

a) Si u(.‘r]=%i y v(x)=2x—3;: halla 1 —v.

b) Sifix)=x"y glx)=x-5;hallaf-g.
¢) Uunlizando un graficador, haz la representacion grafica de las funciones obtenidas.

!-J

Dadas las funciones r{x) =x*+2 vy s(x) = Vx. halla:
a) (res){x) y (seor)x)yel valor de ambas para x=—1.
b) Siadicionalmente p(x) =x, (peros)—1).

3. Undistribuidor de aparatos electrodomeésticos anuncia un 10% de descuento en todas sus licuadoras.
Ademas, el fabricante ofrece un descuento de $100 sobre la compra de una licuvadora. Representa
con x el precio de la etiqueta de la licuadora.

a) Supon que solo aplica el 10% de descuento. Encuentra una funcion f que modele el precio de
compra de la licuadora como funcion del precio x de etiqueta.

b) Asume ahora que solo aplica el descuento de $100. Encuentra una funcion g que modele el
precio de compra de la licuadora como funcién del precio x de etiqueta.

¢) Encuentrafe gy g o f. ;Qué representan estas funciones? ;Cual es el mejor trato?

--------------------------------- EEEERsEsTEsEREEEEEEREEEREEEEREEE R R R R R R RS E R AR ER RS R
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Autoevaluacion y coevaluacion 13.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

[

| Nombre: Plantel: Grupo: ____Turno: ____
! Autoevaluacion para el aprendizaje

' Selecciona en la columna, la opcién que mejor refleje tu nivel de desempefio en el proceso para el

|
- aprendizaje de la progresion de aprendizaje 13. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
| de los criterios que se enlistan a continuacion.

: En proceso . A
| e
Deszempeiio del Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis companeros,
| Participé activamente con ideas para la toma razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de mis
companeros.

Razoné |a importancia de determinar el dominio de la funcion resul-
tante al realizar operaciones con funciones. (M2-C1)

Utilicé las operaciones con funciones para resolver diferentes tipos de
problemas. (M3-C3)

| Emplee con rigor el significado de la composicion de funciones al
interpretar situaciones en que estas se presentan. (MI1-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcion que mejor describa tu des-
empefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 13 y que responda con honestidad
| la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

Desempeiio Ednfml = Bueno Sobresaliente

Propicio un clima de comunicacion favorable para el aprendizaje con
mis compafieros.

| Participd activamente con ideas para la foma razonada de decisiones.

Contribuyé colaborativamente a la retroalimentacion de dudas de sus
companeros.

Razono la importancia de determinar el dominio de la funcién resul-
‘ tante al realizar operaciones con funciones. (M2-Cl)

Utilizo las operaciones con funciones para resolver diferentes tipos de
| problemas. (M3-C3)

Empled con rigor el significado de la composicion de funciones al
interpretar situaciones en que estas se presentan. (M1-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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Funciones Inversas

\ p

fU )

Progresion de aprendizaje 14

Valora las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una funcion inversa, y formula un metodo
para construir y graficar la funcion inversa de una funcion dada, incluyvendo casos de funciones no inyectivas.

En proceso

de logro Bueno Sobresaliente

Metas de aprendizaje

>

M2-Cl Analiza los resultados obtenidos al
aplicar procedimientos algoritmiCos Propios { - i
del pensamiento matematico en la resolueion . 7 ;. e S i i

de problematicas teoricas y de su contexto.  H |
A

MI-C2 Observa y obtiene informacion de una

sitnacion o fenomeno para establecer estrate- |

gias o formas de visualizacion que ayuden a C
entenderlo. i H | ’ i

M1-C4 Deseribe situaciones o fenomenos em- 1A L i

pleando rigurosamente el lenguaje matemdtico  C |
y c! IE.'ugl]ﬂje [lﬂn.lraL -------------------------------------------------------------------------------------------------------------

| EVALUACION DIAGNOSTICA 14.1

1. Determina el dominio y el rango de las funciones representadas por las grificas abajo.
AV c) ¥ d) y

3
2“
1

\\:n
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magina que estas planeando un viaje a Europa y necesitas convertir pesos mexicanos (MXN) a euros

(EUR). La tasa de cambio actual es de | EUR = 22 MXN. La funcion que convierfe pesos a euros se
puede expresar como: f(x) = 20x, donde x es la cantidad en pesos mexicanos y f(x) es la cantidad en
euros. Después del viaje, quieres convertir los euros restantes de vuelta a pesos mexicanos. Aqui entra en
Juego la funcion mmversa, que estudiaras en esta progresion de aprendizaje.

Funcion inversa

En esta Unidad de Aprendizaje Curricular has estudiado las funciones lineales, cuadraticas, potencia,
polinomiales y racionales. Como ya sabes, una funcion numerica define su dominio y, en consecuencia,
su rango, ademas, de que los elementos del dominio estan relacionados con los elementos del rango me-
diante la regla de correspondencia y = f{x). Dicha regla de correspondencia entre el dominio y el rango
puede presentar situaciones como las siguientes:

Griaficade filx)=x+1 fixy=x+1 Grafica de flx) =x2—4
i =3 ==a ' fx)=x2 -4
a1/ fl-3)==2 A= =-3
-6 —4 -12 5 Ji=) =0 Si)=-3
; ugt _22 4 6 fioy=1 fi-3)=5
” —4 fi2)=3 f3)=5
=4 fid)=5

Observa que en la representacion grafica de la funcion lineal f{x) = x + L, no hay dos elementos
del dominio que tengan una misma imagen, y en la representacion grafica de la funcion cuadratica
flx) =x7—4, si hay pares de elementos del dominio que tienen una misma imagen. A las funciones en las
que no hay dos o mas elementos del dominio que tengan una misma imagen, se les llama funciones uno

a uno o inyectivas.

Definicion de funcion uno a uno

Una funcion numerica es uno a uno si cada nimero real del rango de f esta asociado con exactamen-
te un mimero real en su dominio.

De manera mas precisa, una funcion /2 D, — R, es uno a uno cuando para cada x;, x, € D, se cumple
alguna de las dos afirmaciones equivalentes:

+  Sif{x,)=flx,), necesariamente se cumple x, = x,,
*  Six #x, necesariamente se cumple f{x,) # flx,).

O sea, una funcion es uno a uno si cada v = f{x) es la imagen de exactamente un tinico elemento del
dominio. En otras palabras, de todos los pares (x, v) pertenecientes a la funcion, las ordenadas y no se
repiten.

El significado grafico de la funcion uno a uno es que rec-

= or 1461, Funcién iuﬁ:e;-.u. tas paralelas al eje x cortan a la grafica en un tnico punto.
. va, sobrevectiva ¥ biyec- . 4 v .
b ;.; d tiva | Tipos de fu'uci(;:.es, Para profundizar mas sobre el tema, e indagar sobre las
3 %’%7 Video del profesor Alex. funciones sobreyectivas y biyectivas, puedes observar el vi-
| o "!:‘n'?_, Fuente: Parzybite 2025, deo que aparece en codigo QR 14.1.
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La funcidn f{x) = x* es uno a uno, puedes verificarlo usando el graficador 34
Desmos. También puedes trazar rectas horizontales sobre su representacion 5T
gmﬂca y si ninguna de estas la interseca mas de una vez, se dice que la fun- -

€i6n es unoe a uno, a esto se le conoce como la prueba de la recta horizontal. oo ML &
Por otra parte, vimos la reflexién de una fun- —> 214 1 2 3
cion sobre el eje de las abscisas y sobre el eje de /2%
las ordenadas, ahora, imaginate la reflexion de la J = 7
\

funcién f{x) =x* sobre la rectay =x.

Observa que cada punto (x, 1) de f{x) = x%, se transforma en el punto (3, x)

de la representacion grifica de su reflexion, A la reflexion de una funcién
uno a uno sobre la recta v = x se le llama inversa de f{x). v se denota como
JYx). El -1 no es un exponente, pues la notacion representa la inversa de

una funcién y no a —

1
Sl

Definicion de funcion inversa
Sea f funcién uno a uno con dominio A4 y rango B. La inversa de f es la funcion /-,

cuyo dominio es B y rango A, para los cuales

JUix)) =x paratodax € By f~)(flx)) = x para toda x € 4.

Ejemplo formativo 14.1

1.

Estas planeando un viaje a Europa y necesitas convertir pesos mexicanos (MXN) a euros (EUR).
La tasa de cambio actual es de 1 EUR = 22 MXN. Si dispones de 22,000 MXN, ;cudntos euros
podras llevar para el viaje? Imagina que ya regresaste del viaje y te quedaron 50 euros, ;cuantos
pesos mexicanos podras obtener al convertirlos?

Resolucion

Paso 1. Conversion de MXN a EUR para el viaje:

» Tasade cambio: 1 EUR = 22 MXN

« Cantidad de pesos mexicanos (MXN): 22,000 MXN

Para convertir los pesos mexicanos a euros, utilizamos la funcion que convierte pesos mexicanos
a euros, que se puede expresar como:

=2

donde x es la cantidad en pesos mexicanos, f(x) es la cantidad en euros y 22 es la tasa de cambio.
Utiliza la funcion de conversion para encontrar cuantos euros obtendras con 22,000 MXN:

flx) =2 nﬂﬂﬂ

Por lo tanto, dispondras de 1,000 euros para tu v;aje.

Paso 2. Conversion de EUR a MXN al regresar del viaje:
» Tasade cambio: 1 EUR =22 MXN
» Cantidad de euros (EUR): 50 EUR
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Para convertir los euros restantes a pesos mexicanos, si v = f{x) es la cantidad de euros utiliza la
siguiente formula:

x=2
x=22-50=1100
Por lo tanto, al regresar del viaje con 50 euros, podras obtener 1.100 pesos mexicanos.
En conclusion:
*  Podras llevar 1,000 euros para tu viaje.

*  Alregresar del viaje, podras obtener 1,100 pesos mexicanos al convertir los 50 euros que
te quedaron.

Veamos ahora, ;jcual es el procedimiento para determinar la ecuacion de la funcion inversa de

Hx)=x1
Haz y =x*, luego despeja x para obtener x = ’Eﬂ_ intercambia x e y para obtener v = I por ultimo, se
redefine como f~x) = Vx.

Resumiendo, para determinar la inversa de una funcion uno a uno, ejecuta los siguientes pasos:
Paso 1. Escribe y =f(x).
Paso 2. Despeja x de esta ecuacion en términos de y para obtener x = f{v).
Paso 3. Intercambia x e y. La ecuacion resultante es la funcion inversa, en simbolos
y=/x)

Comprueba mediante la definicion de funcion inversa, que f~}(x) = Vx es la inversa de f{x) = x. Ob-
serva que para esta funcion el dominio y rango tanto de fcomo de /! es R.

A =)= () =xy () =) = =x

Por lo tanto, /~! es la funcion inversa de f.

Las funciones inversas tienen las siguientes propiedades:
1. Dominio de /! es igual al rango de f.
2. Rango de f~! es igual al dominio de f.
3. Lainversade f~lesf, estoes(f!)!=1.

Observa que la funcién inversa de una funcion f, denotada como ! es una funcion que “deshace”
la accion de f.

Ejemplo formative 14.2

1. Hamburguesas “El Buen Sabor™ vende la hamburguesa especial en $80 mas $5 por cada ingrediente
extra. Si un cliente ordena una hamburguesa especial con x ingredientes extra, el costo esta dado
por la funcioén f{x) = 80 + 5x. Determina /=1, ; Qué representa la funcion /=17

Resolucion
Ten en cuenta la funcion onginal: f{x) = 80 + 5x.
Para encontrar la inversa, /~!(y), escribe y = f{x), se tiene v = 80 + 5x.

Intercambia x y y.

x= 80+ 5v
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Resuelve la ecuacion para y.
x—80

x—80=5—y= S

Por lo tanto. la funcién inversa es:
_x—380

5
Interpretacion de /. La funcion f-! representa la cantidad de ingredientes extra que un cliente
debe agregar a una hamburguesa especial para alcanzar un costo total de x pesos. En otras palabras,
si conoces el costo total de una hamburguesa especial con ingredientes extra, puedes usar f~! para
encontrar cuantos ingredientes extras fueron agregados.

y

Por ejemplo, si un cliente pagd $95 por una hamburguesa especial, para saber cuantos ingredientes
extra agregd, usamos !,
95 -80 _15
=1 = =" =
£-1(95) : =3
Entonces, el cliente agregd tres ingredientes extra a su hamburguesa especial.

Las funciones inversas son herramientas matematicas que permiten resolver una variedad de proble-
mas en la vida cotidiana, Las funciones inversas permiten “deshacer” operaciones.

Por ejemplo, si conoces el precio final de un producto después de aplicar un descuento, puedes usar la
funcion inversa para determinar el precio original antes del descuento. Si necesitas convertir diferentes
unidades de medida, las funciones inversas pueden ser de gran avuda. Por ejemplo, si sabes la tempera-
tura en grados Fahrenheit y quieres convertirla a grados Celsius, puedes utilizar la funcion inversa de la
formula de conversion de Celsius a Falrenheit.

En economia y finanzas, las funciones inversas se utilizan para calcular tasas de interés, amortiza-
ciones de préstamos y analisis de inversiones. Por ejemplo, si conoces el valor futuro de una inversion,
puedes usar la funcion inversa para determinar cudnto dinero necesitas invertir hoy.

En ingenieria y fisica, las funciones inversas se utilizan para convertir medidas entre diferentes siste-
mas, calibrar instrumentos v resolver problemas de dinimica. Por ejemplo, si conoces la velocidad de un
objeto y necesitas encontrar el nempo que tardo en recorrer una cierta distancia, puedes usar la funcion
inversa de la formula de velocidad.

Actividad formativa 14.1 ]

1. Una funcion es uno a uno si

2. Las funciones polinomiales de grado par son uno a uno?

Una funcion tiene inversa si:

4. Determina si las siguientes funciones tienen inversa, y si la tienen, halla su ecuacion, dominio y

rango.
a) flx)=5x+6
_ 1
b) ﬂﬂ = |
I
c) flx) ==

5. La funcion cuadritica flx)=x"+ 5 no es uno a uno en su dominio natural, restringelo de tal forma
que se pueda determinar la inversa.

6. En la funcion lineal f{x) = mx + b, ;para que valores de m la funcion tiene inversa?
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& 30E EVALUACION FORMATIVA 14.1

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1. ;(Enque consiste la prueba de la recta horizontal?

2. (Cuales de las siguientes representaciones graficas tienen inversa?

AY Ay

X X

9> ARt ~—
\J y
AY AY

e
D

4
N

\J ¥
3. Determina si las siguientes funciones tienen inversa, y si la tienen. halla su ecuacion, dominio y
rango.
a) flx)= 2y -1
b) fix)=16—x
4. La funcion f{x) = »* tiene inversa, La funcion g(x) =»* + 2x7 +x — 3, ;tiene inversa? Justifica tu
respuesta.

5. Pizzas Leo vende la pizza grande en $199 mas $10 por cada aderezo. Si un cliente ordena una
pizza grande con x aderezos, el costo estd dado por la funcion f{x) = 199 + 10x. Determina -1,
. Qué representa la funcion /7

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Autoevaluacion y coevaluacion 14.1

AUTOEVALUACION Y COEVALUACION

Nombre: Hlantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje
Selecciona en la columna, la opcién que mejor refleje tu nivel de desempeiio en el proceso para el

aprendizaje de la progresion de aprendizaje 14. Responde con honestidad a la evaluacion de cada uno
de los criterios que se enlistan a continuacion.

y ; En proceso , o
Desempeiio dalowo Bueno Sobresaliente

Propicié un clima de connmicacion favorable pam el aprendizaje con mis com-
paiierog.

Partictpé activamente con ideas parm Ia toma razonada de decisiones.

Contrbui colaborativamente a la retroalimentacidn de dudas de nus compa-
feros.

Razoné las caracteristicas que deben tener tna fimeidn para que fenga mversa
M2-Cl)

Identfiqué graficamente el sigmficado de las condictones para la existencia de
ima funcion mversa (MI1-C2)

Expresé con precision las condiviones necesanas v suficientes pam la existen-
cin de una funcion mvemsay el método pam obtenerla (MI-C4)

Coevaluaciaon para el aprendizaje

Solicita a un compaiiero del equipo, que marque en la columna, la opcidn que mejor describa tu des-
empefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje 14 y que responda con honestidad
la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a continuacion.

. En proceso o
Diesempeiio del Bueno Sobresaliente

Propicid un chma de comumeacion favomble para el aprendizage con mis com-

pafieros.
Particpd actrvamente con ideas pam bn toma razonada de decisiones.

Contribuyo colaborativamente a la rerroalimentacitn de dudas de sus compa-
fieros,

Razona las cameteristicas que deben tensr una fimcion par que tenga myversa
(M2-C1)

Idennfico grificamente el sigmficado de las condiciones pam Ia existencia de
una funeién inversa (M1-C2)

Expreso con precision las condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia de una funcion mversa y el método pam obtenerla (MI-C4)

Nombre y firma de quien coevalia
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